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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —
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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —

Importancia: praticamente todas as linguagens de
programacao nascem LC.
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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —

Importancia: praticamente todas as linguagens de
programacao nascem LC.

Vale para linguagens declarativas, como html, json,...
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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —

Importancia: praticamente todas as linguagens de
programacao nascem LC.

Vale para linguagens declarativas, como html, json,...

Razoes:
@ Formas convenientes de especificar
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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —

Importancia: praticamente todas as linguagens de
programacao nascem LC.

Vale para linguagens declarativas, como html, json,...

Razoes:
@ Formas convenientes de especificar
@ Se especificada com cuidado, facil de analisar
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Linguagens livres de contexto
— um apanhado geral —

Importancia: praticamente todas as linguagens de
programacao nascem LC.

Vale para linguagens declarativas, como html, json,...
Razoes:
@ Formas convenientes de especificar

@ Se especificada com cuidado, facil de analisar

@ Possivel associar comportamento a varias
fases da analise (p.e., geracao de codigo)
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Gramatica

Uma gramatica LC G =(V,%,R,S) (Chomsky, 1956)
consiste de:

e Um alfabeto V,

e Um alfabeto > C V, de terminais,

e Um subconjunto finito R de (V\¥)x ¥, de
regras,

@ O simboloinicial S € V\X.
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Gramatica

Uma gramatica LC G =(V,%,R,S) (Chomsky, 1956)
consiste de:

e Um alfabeto V,

e Um alfabeto > C V, de terminais, \P‘

e Um subconjunto finito R de (V\X) x ﬁ, de
regras,
@ O simboloinicial S € V\X.

Os membros de V\X sdo os nao terminais.

Tomatinhos — 2° sem 2020 9/106



Gramatica

Uma gramatica LC G =(V,%,R,S) (Chomsky, 1956)
consiste de:

e Um alfabeto V,

e Um alfabeto > C V, de terminais, \fl°

e Um subconjunto finito R de (V\Y) xi*, de
regras,
@ O simboloinicial S € V\X.

Os membros de V\X sdo os nao terminais.

Escrevemos A — vse (A,v) €R.
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Derivacoes
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Derivacoes

Vamos definir a relacao =, sobre V" por u = v se
existem fatoracoes u = xAy, v = xwy, onde A — w.
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Derivacoes

Vamos definir a relacdo = sobre V" por u = v se
existem fatoracoes u = xAy, v = xwy, onde A — w.
(derivacao em 1 passo). —
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Derivacoes

Vamos definir a relacao =, sobre V" por u = v se
existem fatoracoes u = xAy, v = xwy, onde A — w.
(derivacao em 1 passo).

A partir dai definimos =, como o fecho
reflexivo-transitivo de =,
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Derivacoes

Vamos definir a relacao =, sobre V" por u = v se
existem fatoracoes u = xAy, v = xwy, onde A — w.
(derivacao em 1 passo).

A partir dai definimos =, como o fecho
reflexivo-transitivq de =, isto € considere o grafo
dirigido que tem V* como vértices e arestas
dirigidas dadas por =.. Entao u :%* v significa que
existe passeiode u a v.
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Derivacoes

Vamos definir a relacao =, sobre V" por u = v se
existem fatoracoes u = xAy, v = xwy, onde A — w.
(derivacao em 1 passo).

A partir dai definimos =, como o fecho
reflexivo-transitivo de =, isto € considere o grafo
dirigido que tem V* como vértices e arestas
dirigidas dadas por =.. Entao u :%* v significa que
existe passeiode u a v.

A linguagem gerada por G é

L(G)={xeX |S= x).
/
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Exemplo
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Exemplo

S—aSb| A S>aSh, S—=)
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Exemplo

S—aSb| A
S= AelL(G)
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Exemplo

S—aSb| A
S= AelL(G)
S = aSb =, abelL(G)
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Exemplo

S—aSb| A
S= AelL(G)
S = aSb =, abelL(G)

S = aSb=, aaSbb=, a’b® e L(G)
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Exemplo

S—aSb| A

S= AelL(G)

S = aSb =, abelL(G)

S = aSb=, aaSbb =, a’b® e L(G)

E facil ver que

S:>G*x sse x=a"Sb"oua"b"
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Exemplo

S—aSb| A

S= AelL(G)

S = aSb =, abelL(G)

S = aSb =, aaSbb = a’b?eL(G)

E facil ver que

S:%;*X sse x=a"Sb" o @

Logo: L(G) = AnBn
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Exemplo
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Exemplo

S—(S)|SS|A
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Exemplo

S—(S)[SS|A

S=,55= 5(S)=, 5(55S) =" ()(()
’ 7 A



Exemplo

S—(S)|SS|A
S=,55= 5(S)=, 5(55S) =" ()()()

L (G)= parénteses bem formados: cada prefixo tem
pelo menos tantos ( quantos )

Tomatinhos — 2° sem 2020 27/106



Exemplo

S—(S)|SS|A
S=,55= 5(S)=, 5(55S) =" ()()()

L (G)= parénteses bem formados: cada prefixo tem
pelo menos tantos ( quantos )

Outra gramatica:
S—>(S)S|A
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Exemplo
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Exemplo

S—>E|E+S,
E—T|TE,
T—>F|T,
F—(S)|A,
A—al|bl|A
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Exemplo

S—>E|E+S,

E—-T|TE,

T—>F|T,

F—(S)|A,

A—al|bl|A
S:>GE+S:>G7}E+S:>GTTE+S:>G
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Exemplo

S—>E|E+S,
E—->I|TE,
T > F |\
F—(S)|A,
A—>a|b|/1 [
S=E+S= TE+S = TTE+S =
fT7;E+S = TTT+S =
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Exemplo

S—>E|E+S,

E—T|TE,

T—>F|T

F—(S)|A,

A—al|bl|A

S=E+S= TE+S = TTE+S =

TTTE+S = TTT'+S =
FTT*+S =" AA T°+S =
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Exemplo

S—>E|E+S,

E—T|TE,

T—>F|T

F—(S)|A,

A—al|bl|A

S=E+S= TE+S = TTE+S =

TTTE+S = TTT'+S =
FTT4+S =" AA T"+S =
ab(S)+S =
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Exemplo

S—>E|E+S,

ET|TE,

T—>F|T

F—(S)|A,

A—al|bl|A

S=E+S= TE+S = TTE+S =

TTTE+S = TTT'+S ="
FTT'+S =" AAT'+S =7
ab(S)+S ="
ab(a+ab)*+(aa+bb(a+b)*)
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Exemplo

S—>E|E+S,

ET|TE,

T—>F|T

F—(S)|A,

A—al|bl|A

S=E+S= TE+S = TTE+S =

TTTE+S = TTT'+S ="
FTT'+S =" AAT'+S =7
ab(S)+S ="
ab(a+ab)*+(aa+bb(a+b)*)
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Exemplo

»
S E|E4S, S,;&Sf SB\“Q\&QN
E—T|TE,
TSF|TS (5\ \ A
F—(S)|A,
A—alb|A =~
S=E+S= TE+S = TTE+S =

TTTE4+S = TTT+S =

FTT'+S =" AAT'+S =7

ab(S)+S =

ab(a+ab)*+@_§+bbga+b)*)*

L(G) = expressoes regulares sobre {a, b}.
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Extraido do Pascal

Backus-Naur Form (BNF) (1959, Algol)
Nao-terminal entre <>
;= para —
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https://condor.depaul.edu/ichu/csc447/notes/wk2/pascal.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Backus%E2%80%93Naur_form

Extraido do Pascal
Backus-Naur Form (BNF) (1959, Algol)

Nao-terminal entre <>
= para —

<simple expression> ::= <term> | <sign> <term>| < ple expression> <adding operator> <term:

<adding operator> ::= + | - | or

<term> ::= <factor> | <term> W
—

<multiplying operator> ::= % | / | div | mod | and

<factor> ::= <variable> | <unsigned constant> | ( <expression> ) |

<function designator> | <set> | not <factor>

<unsigned constant> ::= <unsigned number> | <string> | < constant identifier> < nil>
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https://condor.depaul.edu/ichu/csc447/notes/wk2/pascal.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Backus%E2%80%93Naur_form

Gramaticas lineares
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Gramaticas lineares

Regras daforma A - oBe A — A.
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Gramaticas lineares

Regras daforma A - oBe A — A.

—— —

Facil construir um AND em que passeios vencedores
correspondem a derivacgoes.
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Gramaticas lineares

Regras daforma A - oBe A — A.
~—=F

Facil construir um AND em que passeios vencedores
correspondem a derivacgoes.

e vice-versa: dado AND, produzir gramatica.
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Gramaticas lineares

Regras daforma A - oBe A — A.

Facil construir um AND em que passeios vencedores
correspondem a derivacgoes.

e vice-versa: dado AND, produzir gramatica.

Segue que toda linguagem regular é LC.
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Arvore de derivacao

S =+ E+S =+ TE+S =+ TTE+S =+ TTTE+S :6 TTT*+S :g FTT*+S ﬁé AAT*+S :g ab(S)*+S :>6

ab(a+ab)*+(aa+bb(a+b)*)*
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Arvore de derivacao

* * * * * * * * *
S =% E+S =% TE+S% TTE+S% TTTE+S :b TTT*+S :t FTT*4S :C AAT +S:>G ab(S) +S :>G
ab(a+ab)*+(aa+bb(a+b)*)*

e '
n/ \.E’ (aa+bb(a+b)) T
F T» « E
| | VRN
A F T E
; Lo 5
.o N\
SN E * 3
( S ) A s \6
~7 tab p) '
s /\6
o /,T
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Operacoes com LC
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Operacoes com LC

Prop: A familia de linguagens LC é fechada por uniao,
produto e estrela.
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Operacoes com LC

Prop: A familia de linguagens LC é fechada por uniao,
produto e estrela.

Dem: (a menos de muitos detalhes). Considere
gramaticas G, = (V;,%,R;,S;),i=1,2, ViNV,=%.
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Operacoes com LC

Prop: A familia de linguagens LC é fechada por uniao,
produto e estrela.

Dem: (a menos de muitos detalhes). Considere

gramaticas G, = (V;,%,R;,S;),i=1,2, ViNV,=%.
Junte G1,G,,S —> S¢|S,, gera L; UL,.
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Operacoes com LC

Prop: A familia de linguagens LC é fechada por uniao,
produto e estrela.

Dem: (a menos de muitos detalhes). Considere
gramaticas G, = (V;,%,R;,S;),i=1,2, ViNV,=%.
Junte G1,G,,S —> S¢|S,, gera L; UL,.
Junte G, G,,S — S1S,, gera L, L,.
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Operacoes com LC

Prop: A familia de linguagens LC é fechada por uniao,
produto e estrela.

Dem: (a menos de muitos detalhes). Considere
gramaticas G, = (V;,%,R;,S;),i=1,2, ViNV,=%.
Junte G1,G,,S —> S¢|S,, gera L; UL,.
Junte G, G,,S — S1S,, gera L, L,.
Junte G, S — SS;|A, gera L. O
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Linguagens nao LC

Teorema

Sel é LC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como

w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,
uvxy"zel.
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Linguagens nao LC

Teorema

Se L éLC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como

w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,
uvxy"zel.
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Linguagens nao LC

Teorema

Sel é LC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como

w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,
uvxy"zel.

Ex: {a"b"c"| n >0} nao é LC.
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Linguagens nao LC

Teorema

Sel é LC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como
w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,

uvxy"zel.

Ex: {a"b"c"| n >0} nao é LC.

Fato: LC nao é fechada por intersecao nem
complemento.
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Linguagens nao LC

Teorema

Sel é LC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como
w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,
uvxy"zel.

Ex: {a"b"c"| n >0} ndoéLC. &

Fato: LC nao é fechada por intersecao nem
complemento. _—> Abe C*

Aa"b"c™|n,m>0}n{a"b™c™|n,m>0} =
{a"b"c"| n >0}
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Linguagens nao LC

Teorema

Sel é LC, entao existe N tal que toda w € L de
comprimento pelo menos N pode ser escrita como

w = uvxyz, de forma que vy # A e para todon >0,
uvxy"zel.

Ex: {a"b"c"| n >0} nao é LC.

Fato: LC nao é fechada por intersecao nem
complemento.
{@"b"c™|n,m>0}Nn{a"bmc™|n,m >0} =
{a"b"c"| n >0}

Mas, intersecao de LC com regular é LC.
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Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
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Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
Tamanhode G: |G| =) 4, r(1+]v]) +I|VI+]]
———

Tomatinhos — 2° sem 2020 60/106



Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
Tamanhode G: |G| =) 4, r(1+1Iv]) +I|VI+]E|

Gerar todas as derivacoes até obter palavras de
comprimento > |x| (regras A — A sdo um problema,
tratavel).
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Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
Tamanhode G: |G| =) 4, r(1+1Iv]) +I|VI+]E|

Gerar todas as derivacoes até obter palavras de
comprimento > |x| (regras A — A sdo um problema,
tratavel). Exponencial em |x|
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Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
Tamanhode G: |G| =) 4, r(1+1Iv]) +I|VI+]E|

Gerar todas as derivacoes até obter palavras de
comprimento > |x| (regras A — A sdo um problema,
tratavel). Exponencial em |x|

Surpresa: existe algoritmo baseado em Programacao
Dinamica que resolve o problema em tempo O(|x|).
Envolve um pré-processamento de G em tempo

polinomial. A—> BC Pl
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Como decidir pertinéncia?

DadaGexcY , xelL(G)?
Tamanhode G: |G| =) 4, r(1+1Iv]) +I|VI+]E|

Gerar todas as derivacoes até obter palavras de
comprimento > |x| (regras A — A sdo um problema,
tratavel). Exponencial em |x|

Surpresa: existe algoritmo baseado em Programacao
Dinamica que resolve o problema em tempo O(|x|).
Envolve um pré-processamento de G em tempo
polinomial.

N&ao serve na pratica.
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Automato com pilha
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Automato com pilha
Idéia:

@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.

@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).

@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).

@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).
@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
Funcionamento:

@ Comeca no estado inicial
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).
@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
Funcionamento:
@ Comeca no estado inicial

@ A cada passo pode simultaneamente consumir um
caractere da entrada e um pedaco do topo da pilha
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).

@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
Funcionamento:

@ Comeca no estado inicial

@ A cada passo pode simultaneamente consumir um
caractere da entrada e um pedaco do topo da pilha

@ Muda de estado e empilha.
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Automato com pilha
Idéia:
@ Controle finito, estado inicial, estados finais.
@ Entrada: fita lida numa direcao (como num AD).
@ Memoria auxiliar: pilha. PUSH, POP, ISEMPTY
Funcionamento:
@ Comeca no estado inicial

@ A cada passo pode simultaneamente consumir um
caractere da entrada e um pedaco do topo da pilha

@ Muda de estado e empilha.

@ Fim da entrada: aceita se estado é final (e pilha vazia).
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Automato com pilha - PDA
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Automato com pilha - PDA
st = (K,%,1,A5,F) AP

€ o conjunto de estados, finito, &

é um alfabeto (de entrada), ¢—

é um alfabeto (da pilha), - :—;"
€ K é o estado inicial, <~

C K sao os estados finais, &~
C(KxXU{A}x[")x(Kx[")éum

conjunto finito de transicoes.

> T - MR
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Automato com pilha - PDA

Y =(K,%,1,A,s,F)

K é o conjunto de estados, finito,

> éum alfabeto (de entrada),
é um alfabeto (da pilha),

s € K é o estado inicial,

F C K sao os estados finais,

A C(KxXU{A}x[)x(Kx[*)éum
conjunto finito de transicoes.

Transicao (p,o0,2),(q, f) € A diz:
se esta em p, tem o na entrada e « no topo da pilha,
mude para g e substitua « por  no topo da pilha
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Configuracoes
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Configuracoes

Uma configuracao de & é um elemento de
KxY x *, a ser entendido como
(estado atual, fita de entrada, ).
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Configuracoes

Uma configuracao de & é um elemento de
KxY x *, a ser entendido como
(estado atual, fita de entrada, ).

Dizemos que (p, x, @) produz em um passo (q,y, ()
Notacao: (p, x, @) F, (q,y,0).
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Configuracoes

Uma configuracao de & é um elemento de
KxY x *, a ser entendido como
(estado atual, fita de entrada, ).

Dizemos que (p, x, @) produz em um passo (q,y, ()
Notacao: (p, x, @) F, (q,y,0).

produz: fecho reflexivo transitivo de  , denotado I—;.
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Configuracoes @, Q
7= 7 '3
Uma configuracao de & é um elemento de
K x¥ x[* aser entendido como g %
(estado atual, fita de entrada, pilha).
Dizemos que (p, x, @) produz em um passo (q,y, ()
Notacao: (p,X,CQI—%, (q,y,0). /

produz: fecho reflexivo transitivo de + , denotado I—&’;.

J ¥ vy

S aceitax ey se(s,x,A) E (p, A, A), para algum p € F.
L (&) é o conjunto de palavras aceitas por & .
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Exemplo (LP 3.3.1)



Exemplo (LP 3.3.1)

L ={wcwR|we{a,b})



Exemplo (LP 3.3.1)

L ={wcwR|we{a,b})

<

1) ((s;a,4).(s,a))
s RS sk Tk
4 f,a,a))(f, A
(5) ((Fo)(5A) Q‘I\ML\’« P
Lhedhoe &
gk pe dba v&
2 Z bva \i:_
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r P
Y p\ )\
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Exemplo (LP 3.3.2)



Exemplo (LP 3.3.2)

L ={wwR|wela,b}}
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Reconhecimento de LC

Teorema
Uma linguagem é reconhecida por um autémato
com pilha sse ela é livre de contexto.
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Reconhecimento de LC
Teorema
Uma linguagem é reconhecida por um autémato

com pilha sse ela é livre de contexto.

Demonstracoes construtivas.
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Reconhecimento de LC

Teorema
Uma linguagem é reconhecida por um autémato
com pilha sse ela é livre de contexto.

Demonstracoes construtivas.

Mais importante: construir um AP dada uma
gramatica — existem varias construcoes.
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Reconhecimento de LC

Teorema
Uma linguagem é reconhecida por um autémato
com pilha sse ela é livre de contexto.

F/ f%

Demonstracoes construtivas. D
N ND ¥

Mais importante: construir um AP dada uma
gramatica — existem varias construcoes.

Fato: nao-determinismo é necessario para o teorema.

Fato: nao-determinismo é ruim na pratica.
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Automato com pilha
deterministico
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Automato com pilha

deterministico
Transicoes ((p,0,),(~-)) e ((p,T,f), (")) sao

compativeis se em cada par (o, 7), (2, f) uma das
componentes é prefixo da outra.
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Automato com pilha
deterministico

Transi¢cées ((p,o,2),(+,-)) e ((p,7, B),(-)) sao
compativeis se em cada par (o, 7), (2, f) uma das
componentes é prefixo da outra.

Um autdmato com pilha é deterministico se nao tem
transicoes distintas compativeis.
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Automato com pilha
deterministico

Transi¢cées ((p,o,2),(+,-)) e ((p,7, B),(-)) sao
compativeis se em cada par (o, 7), (2, f) uma das
componentes é prefixo da outra.

Um autdmato com pilha é deterministico se nao tem
transicoes distintas compativeis.

Num APD, cada configuracao produz no maximo uma
outra em 1 passo.
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Automato com pilha
deterministico

Transi¢cées ((p,o,2),(+,-)) e ((p,7, B),(-)) sao
compativeis se em cada par (o, 7), (2, f) uma das
componentes é prefixo da outra.

Um autdmato com pilha é deterministico se nao tem
transicoes distintas compativeis.

Num APD, cada configuracao produz no maximo uma
outra em 1 passo.

Uma linguagem LC L é deterministica se existe um
APD deterministico que reconhece L$,onde $¢ ¥ é
um marcador de fim da entrada.
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A arte do determinismo
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A arte do determinismo

Existem varios truques para modificar uma gramatica,
de forma que, se der tudo certo, o AP construido é
deterministico.
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A arte do determinismo

Existem varios truques para modificar uma gramatica,
de forma que, se der tudo certo, o AP construido é
deterministico.

Objetivo: dada uma palavra de L, construir uma
arvore de derivacao (andlise sintatica, parsing).
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Um compilador tipico

Para uma linguagem dada(wd uma gramatica LC.

e Fase 1: Analisador léxico (flex); expressoes
regulares descrevem os itens, analisador
tokeniza o texto. Token: x que é ou uma letra no
alfabeto da linguagem ou tal que exista alguma
I="x.
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Um compilador tipico

Para uma linguagem dada pro uma gramatica LC.

e Fase 1: Analisador léxico (flex); expressoes
regulares descrevem os itens, analisador
tokeniza o texto. Token: x que é ou uma letra no
alfabeto da linguagem ou tal que exista alguma
I="x.

@ Fase 2: Andlise sintatica. Produz a arvore de
derivacao (bison).
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Um compilador tipico

Para uma linguagem dada pro uma gramatica LC.

e Fase 1: Analisador léxico (flex); expressoes
regulares descrevem os itens, analisador
tokeniza o texto. Token: x que é ou uma letra no
alfabeto da linguagem ou tal que exista alguma
I="x.

@ Fase 2: Andlise sintatica. Produz a arvore de
derivacao (bison).

@ Fase 3: Geracao de cédigo. Otimizacao

e fFase 4: Link-edicao.
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Um compilador tipico

Para uma linguagem dada pro uma gramatica LC.

Fase 1: Analisador léxico (flex); expressoes
regulares descrevem os itens, analisador
tokeniza o texto. Token: x que é ou uma letra no
alfabeto da linguagem ou tal que exista alguma
I="x.

Fase 2: Analise sintatica. Produz a arvore de
derivacao (bison).

Fase 3: Geracao de codigo. Otimizacao

Fase 4: Link-edicao.

Frequentemente algumas dessas fases ocorrem
simultaneamente, como pipeline.
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