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Familia de Plantas 1

Vimos que alguns sinais, como o distarbio d(t) e o ruido/erro de
medida n(t) que estdo presentes em um sistema de controle em
malha fechada, além de serem incertos, causam efeitos indesejaveis.
Entretanto, eles ndo afetam a estabilidade do sistema em malha
fechada. De fato, robustez de estabilidade tem a ver com
incertezas no modelo da planta G(s) e ndo com os sinais d(t),
n(t). Até agora, procuramos dar robustez de estabilidade ao
sistema em malha fechada alterando diretamente a chamada
funcdo sensibilidade S (mais especificamente, fazendo com que
|S]|oc fosse pequeno o suficiente).



Familia de Plantas 2

Quando podemos quantificar as incertezas de um modelo, é
possivel trabalhar com familias de plantas, que é uma familia
continua e bem delimitada de funcdes de transferéncia. As
incertezas no modelo normalmente s3o:

incertezas paramétricas: alguns ou todos os pardmetros das
funcdes de transferéncia possuem incertezas na forma de um
intervalo de valores possiveis;

dindmica ndo-modelada: neste caso, as incertezas se
apresentam na prépria estrutura das funcdes de transferéncia,
como polos e zeros desconhecidos e até mesmo atrasos de
transporte.

n3o-linearidades: como por exemplo ndo-linearidades
estaticas no problema de estabilidade absoluta ou problema de
Lurie.



Familia de Plantas 3

m Para cada combinacdo possivel de valores de pardmetros,
existe uma planta possivel que € membro da familia de plantas.

m Todos os membros da mesma familia tém o mesmo nimero de
p6los e zeros.

m Ja para o caso de dindmica ndo-modelada, os diferentes
membros da familia podem ter nameros diferentes de polos e
Z€eros.

m Familia é representada pela suas respostas em frequéncia, que
podem representar sistemas até de ordem infinita, como
sistemas com atraso.



Familia de Plantas 4

m Podemos ainda incluir as n3o-linearidades como incertezas
desde que estas possam ser colocadas na forma de
n3o-linearidades estaticas delimitadas em um setor, como
acontece com o problema da estabilidade absoluta ou
problema de Lurie

m Robustez de Estabilidade, que é portanto a capacidade do
sistema de controle manter a estabilidade em malha fechada
para toda a familia de plantas,

m Robustez de Desempenho, que a capacidade do sistema de
manter o mesmo desempenho para toda a familia de plantas.

m A robustez é uma propriedade do sistema em malha fechada,
mas quem obviamente confere esta caracteristica é o
controlador por realimentac3o projetado.



Familia de Plantas 5

Uma tipica familia de plantas é apresentada na figura abaixo.




Familia de Plantas 6

m A curva vermelha representa a planta nominal.

m Em torno de cada ponto desta curva, pode-se tracar uma
circunferéncia (marcadas em laranja) que representa a
incerteza da planta naquela frequéncia.

m Para a frequéncia w temos uma circunferéncia de centro em
G(jw) e de raio igual a |Wr(jw)G(jw)]

m Wr(jw) é uma funcdo de transferéncia que representa o erro
méaximo que pode haver na planta para cada w.



Familia de Plantas 7

|Wr(jw)| aumenta com essa variavel, como pode ser visto na
figura abaixo:

N

NWr(jo)|




Familia de Plantas 8

Qualquer ponto dentro da circunferéncia pode entdo ser
representado por:

Gp(jw) = G(jw)+ Wr(jw)d(jw)G(w) = G(jw)(1+ Wr(jw)d(jw))

onde d(jw) é uma func¢do de transferéncia estavel com |J(jw)| <1
conhecida como perturbacio.



Familia de Plantas 9

m O contorno determinado pelas circunferéncias representa os
limites da familia de plantas.

m A incerteza de fase em cada frequéncia pode ser determinada
passando-se duas retas partindo da origem e tangenciando as
circunferéncias.

m O dngulo entre as duas retas representa a incerteza de fase.
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Familia de Plantas 10

Na circunferéncia rosa, que corresponde a uma frequéncia mais
baixa, a incerteza de fase € menor do que no caso da circunferéncia
verde. No caso da circunferéncia azul, vé-se que ela envolve a
origem, o que significa que a incerteza na fase é total.
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Familia de Plantas 11

Por fim, costuma-se supor que Wy (jw) e d(jw) sdo estaveis, o que
singifica dizer que o namero P (nimero de polos de malha aberta
no semiplano direito) é sempre o mesmo para qualquer familia de
plantas.
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Robustez de Estabilidade 1

O modelo do sistema em malha fechada com incertezas
multiplicativas, ou seja, com perturbacdo d(jw) é apresentado na
figura abaixo.

q p
|—> S(je)

Wijo)

K(jo)G(jo) f & >
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Robustez de Estabilidade 2

Se fizermos 0(jw) = 0 (o que é equivalente a abrir a malha),
podemos determinar a funcdo de transferéncia em "malha aberta":

q WL

p T14L

=-WT = —H(jw)

de modo que o sistema fica como apresentado na abaixo:

q

—

S(jo)

P

>

-H{jw)
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Robustez de Estabilidade 3

m Tudo se passa como se tivéssemos um novo sistema em malha
fechada onde §(jw) é a fungdo de transferéncia de ramo
direto, H(jw) é a funcdo de transferéncia de realimentagdo

m Podemos aplicar o critério de Nyquist, onde a funcdo de
transferéncia de malha aberta fica §(jw)H(jw):

Como W (jw), d6(jw) e T(jw) sdo estaveis, entdo P = 0 para
qualquer 6(jw).

Como para qualquer §(jw) o sistema em malha fechada deve
ser estavel, entdo Z = 0.

Deste modo, deveremos ter N = 0, o que significa que o
grafico de Nyquist de 1+ 6(jw)H(jw) # 0 para qualquer d(jw).
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Robustez de Estabilidade 4

O que é possivel somente se |1 + §(jw)H(jw)| > 0.

Como se tratam de nimeros complexos, a pior situacio ocorre
quando 1 — |[d(jw)H(jw)| > 0,

Como |0(jw)| < 1, a pior situagdo ocorre para |d(jw)| =1, o
que significa dizer que |H(jw)| = |W(jw) T (jw)| < 1 para
qualquer frequéncia

Entdo | T(jw)| < 1/|W (jw)
estabilidade.

, que é a condic3o de robustez de

Por fim, esta condicdo também sera satisfeita se impusermos
|| WT“oo < 1.
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Robustez de Estabilidade 5

Exemplo: [Incerteza no Ganho] Se uma familia de funcées de
transferéncia é dada por:

Gp(s) = kpGo(s)

onde kp € [Kmin, kmax| € um parametro incerto e Go(s) é uma
funcdo de tranferéncia sem incertezas, entdo podemos escrever:

i C ki ke Koo — Kon
k, = k(1+1.8), onde k = ~min T Kmax |~ Kmax — Kmin 5 4
P 2 2k

Deste modo, tem-se que:
Gp(s) = kGo(s)(L+ rx &)
G(s) W (jw)

onde G(s) é uma funcao de transferéncia conhecida (nominal).
17



Robustez de Estabilidade 6

Exemplo: [Incerteza em Zero| Seja uma planta com incerteza
em um zero, do tipo: Gp(s) = (1 + 115)Go(s), onde

71 = 71(1 + rr0) € um parametro incerto e Gp(s) é uma fungao
de transferéncia conhecida. Deste modo:

_ _ TS
Go(s) = [1+71(1 + 10)sGo(s)] = Go(s)(1 + As)[1 + =]
S— + T1s
6(s) e
W(s)
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Robustez de Estabilidade 7

O Modelo do sistema em malha fechada com incertezas
multiplicativas inversas é apresentado na figura abaixo:

K(jo)

A

Sljo) &

W(jo)

G(jo

v
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Robustez de Estabilidade 8

Fazendo-se o mesmo para o sistema anterior, obtem-se:

a_ W e

como pode ser observado na figura no slide Robustez de
Estabilidade 2, o que implica que, pelo critério de estabilidade de
Nyquist, que |W(jw)S(jw)| < 1. Deste modo, para se ter robustez
de estabilidade & necessario e suficiente que |S(jw)| < 1/|W(jw)|.
Se ||SW||» < 1, teremos que a condi¢do anterior é
automaticamente satisfeita.
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Robustez de Estabilidade 9

Exemplo: [Incerteza em Polo| Seja uma familia de plantas tal

que:
1

Tps +1

Gy(s) = Go(s),onde Tp € [Tmin;s Tmax]

e tal que Tin>0. Podemos escrever 7, = 7,(1 + r;d). Deste
modo, apés algumas manipulagoes, chega-se a:

G (S) _ Go(S) _1
p 1+7__p5 14 TplrS s
N—— =
e 1+ 7ps
W(s)
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Robustez de Desempenho 1

m O desempenho é especificado sobre a planta nominal por
|Wp(jw)S(jw)| < 1.

m Quando temos uma familia de plantas, e queremos o mesmo
desempenho para toda esta familia, deveriamos ter
|Wp(jw)Sp(jw)| < 1, onde S, é a funcdo sensibilidade para
cada planta possivel da familia.

m Deste modo, podemos escrever que:

[Wp(jw)| < [1+ Lp(jw)|
onde L, = KG, = KG(1 + W), de modo que:

[Wo(jw)| < |14+ L+ LW6)| =1+ L| — |LW|

que é a situacio de pior caso.

29



Robustez de Desempenho 2

Conforme podemos ver na figura abaixo, Para que tenhamos o
mesmo desempenho para todas as plantas, é necesséario e suficiente
que:

|Wp(jw)| + [WL| < |1+ L]

WL
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Robustez de Desempenho 3

De modo que teremos:

W), WL
114 L] |1+ L

0 que é equivalente a:

<1

W, S|+ [WT] < 1 max(|W,S| + |WT]) < 1
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Robustez de Desempenho 4

Para um vetor complexo v € C2, temos que
Ivli = vl + [va| < V2|lvl[2 = V2/[v1]? + [v2]?.
Deste modo, se definirmos a matriz:

W,S

teremos que:

|N2]|oc = max \/] W,S12 4+ |WTJ? < 1 = max(|W,S|+|WT|) < V2
weR w
(2)
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Robustez de Desempenho 5

Se garantirmos ainda que || N2l < 1/1/2, teremos robustez de
desempenho. Como consequéncia, ainda teremos:

|W,S| < 1, o que significa desempenho nominal em malha
fechada garantido.

|WT| < 1, o que significa que teremos robustez de
estabilidade.

Ter robustez de estabilidade e desempenho nominal n3o
significa que teremos robustez de desempenho. Entretanto,
com pequenas modificacbes nas funcées peso, pode-se obter
sem grandes problemas |W,S| < 0.5 e |WT| < 0.5, o que
garantiria robustez de desempenho para sistemas SISO

A Tudo isso foi feito supondo somente um controlador K(s), ou
seja, um (Gnico controlador tem que ser projetado para garantir
todas estas condicdes.
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Planta Estendida 1

m Na especificagdo de desempenho, podemos pensar que W,S é
uma funcdo de transferéncia que relaciona o erro com um sinal
z1, conhecido como saida de desempenho,

m De forma semelhante, podemos definir uma saida de
desempenho z, tal que é dada por z, = — W, KS5d.

m Da mesma forma, podemos pensar que g é uma saida
ponderada por um peso W.
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Planta Estendida 2

Wpl(jo) > Z1 q P

I—P 3(jw)

e o) |W(jo) l
u L

¢‘<

y

28



Planta Estendida 3

O objetivo é colocar o sistema da figura anterior na forma da
planta estendida, como na abaixo.

p 8(s) k q
d—> —>Z1
I P(S) > 72
r =

u K(S) (S

20



Planta Estendida 4

Para tanto, temos que determinar a matriz de funcdes de
transferéncia P(s) através da retirada estratégica das funcdes de
transferéncia 6(jw) e K(jw):

Wp(jo)

71

e -[:'u(jw)-b Wi(j) l

q p

e

¢*<
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Planta Estendida 5

E facil ver que a matriz de funcdes de transferéncia P(s) é dada

por:
q WGu
nn | | Wolr—d—p—Gu) | _
z | W,u -
e r—(d+p+ Gu)
0 0 WG

0

W, —W, W, —W,G
0 o 0 W,
-1 - 1 -G

S Y QT

P(s)
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Problema S/T/KS 1

Se queremos projetar um controlador tal que se tenha robustez de
estabilidade, robustez de desempenho e ainda pondere valores
elevados de esforco de controle, podemos definir o seguinte
problema de otimizacao: Dada a matriz de funcdes de transferéncia:

W,S

N3 = | W,KS |, (4)
wT

a norma H,, é dada por:

N3] oo = max\/|W SI2 4 [W,KS]2 + | WT2 < 1=
max(|W,S| + |W,KS| + [WT|) <1 (5)

de modo que se garantirmos que || N3||oc < 1, teremos as
especificacBes satisfeitas, bem como robustez de estabilidade e

desempenho.
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Problema S/T/KS 2

Como estamos buscando solu¢des subétimas, tal que || N3] < 7, €
quanto mais préximo ~y for do valor um, melhor. Nesta situac3o,

tem-se que
1SUw)| <7/ |Wp(w))l
[KS(w)| < 7/[Wa(w))|

[ Tw)| <~/[W(w))]
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Problema S/T/KS 3

E evidente que se tivermos v > 1 ndo da para garantir a priori que
teremos robustez de estabilidade e desempenho.

U



Relacdo Entre Robustez de Desempenho e Estabilidade 1

m A pior classe de distiirbios que pode haver é aquela que causa
uma saida y que cresce sem parar.

m Isto aconteceria se o distrbio estivesse de alguma forma
relacionada com o erro filtrado z.
m Nesta situacdo had uma funcdo de transferéncia d, com

|02]|cc < 1, de modo que d = >z, que daria o atraso de fase,
conforme pode ser visto na figura do préximo slide

1Y



Relacdo Entre Robustez de Desempenho e Estabilidade 2

Wijoo) —] 81 (jo)

z d2(jm)
[ 12090 ;

e Waljo)

r K(jo) =P{Gijo) 4 (OO

26



Relacdo Entre Robustez de Desempenho e Estabilidade 3

Como z = Wre = Wi(r —y) = Wir — WAL(1 + 6, Wh)e + Wid,
tem-se que apo6s alguns calculos, chega-se a:
z= Wir— L(]. + 0 WQ)Z + Wbz

De certa forma, isto fecha abstratamente uma segunda malha no

sistema, e apds algum trabalho, teriamos a seguinte equacdo em
MF:

Z[]. + L+ 6 LW, — W1(51] = Wir. (6)

onde podemos ver que temos a funcio de transferéncia de r para z
(no caso de ndo haver perturbacdes d; e d, recuperariamos a
funcdo sensibilidade).
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Relacdo Entre Robustez de Desempenho e Estabilidade 4

A parte que multiplica z do lado esquerdo é a equacio
caracteristica, e pelo Critério de Estabilidade de Nyquist, temos que
a condicdo necesséaria e suficiente para estabilidade é:

|1 + L+ 6 LW>r — W151| >0
para cada w. O pior caso ocorre quando os vetores 1 + L e
02 LW, — Wi 61 estdo em direcBes opostas e 01| = |d2| = 1, o que
significa que:

|14 L] — |LW,| — |W4| >0

que conduz a:

|W15‘+’W2T| <1

para cada w, o que ja vimos que é a condicdo de robustez de
desempenho para sistemas SISO.
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