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Definicoes basicas

@ Até aqui estudamos apenas o movimento em uma dimenso (unidimensional)
@ Queremos agora estudar o movimento em duas e trés dimensdes

@ Sistema de coordenadas em duas dimensdes:

Coordenadas cartesianas Coordenadas polares

Y, v,
P(z,y) 7 P(r.,0)
Yyr------ T + T e
| L
f ; f > T } ; ; > T
0] z o

@ Podemos escrever

T =rcosf r =22+ 9?2

y =rsinf 0 = arctan(y/x) = tanfl(y/x)



Definicoes basicas

@ O sistema de coordenadas escolhidos para descrever
0 movimento tem um carater acessoério!

@ E possivel dar uma descricdo intrinseca do movimento
com auxilio do conceito de vetores!

o O comprimento da seta representa a magnitude
o A orientac3o da seta representa a orientacdo de
A para B

Vetor deslocamento

B

Vetores
paralelos

Vetores
antiparalelos
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3.2 Adicado e subtracdo de vetores
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Adicao e subtracao de vetores
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Vetor nulo

R
+
(oo ]!

B

@ Se os vetores A e B sio iguais em magnitude e opostos em orientagdo, entdo o vetor A+ B éum
vetor de magnitude zero é o chamado vetor zero 0
@ A orientacdo de um vetor de magnitude zero n3o tem significado!
@ E comum escrever 0 ao invés de 0
@ Podemos também definir o vetor —A como
A+B=0 = B=-A = A+ (-4)=0
@ O vetor —A é um vetor com mesmo médulo e direcdo que A e o sentido oposto!
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—

Os médulos dos deslocamentos @ e b sdo 3m e 4m, respectivamente, e ¢ = d + b.
Considerando as varias orientacdes possiveis de @ e b, (a) qual é o maior e (b) qual é o
menor valor possivel do médulo de &7

14 /47



Exemplo: deslocamento

Vocé caminha 3,00km para o leste de depois 4,00km para o norte. Determine seu deslocamento resul-
tante somando graficamente estes dois vetores deslocamento.
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Exemplo: deslocamento

Vocé caminha 3,00km para o leste de depois 4,00km para o norte. Determine seu deslocamento resul-
tante somando graficamente estes dois vetores deslocamento.

@ Deslocamento resultante N
C=A+B

@ Usando uma escala 1cm = 1km, o vetor que
representa C' tem 5,00cm de comprimento, de
modo que a magnitude de C' é de 5,00km

@ Podemos usar um transferidor para encontrar a
orientacdo do vetor C é de ~ 53° para norte
do leste
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3.3 Componentes de um vetor
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Componentes de um vetor

@ Vamos agora introduzir as componentes de um y
vetor em relacdo a um sistema de coordenadas

@ Por enquanto vamos ficar em 2D e usar o sistema

de coordenadas cartesianas E I ;

@ Chama-se E

o A,: componente de /:1: ao longo do eixo z Ay A E

e A,: componente de A ao longo do eixo y !

@ A magnitude (ou médulo) de A é dada por \9 i
L B

V]
1

3~

A= A= /A2 + A2 o

@ Podemos calcular as projecdes A, e A, como

Ay = |A]cosb A, = | A| sin 6
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Componentes de um vetor
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Y
Ay = —|A|sin¢ Ay = |A| cos ¢
N
LN [
| <IN 0
— z
Az
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Componentes de um vetor

@ Podemos calcular as projecdes A, e A, como

Yy
Ay = —|A|sin¢ Ay = |A| cos ¢
@ ou ainda E A o
B, . : < || Ay
A, = —|A]sin(f — 90°) Ay = | Al cos(6 —90°) | TG
@ Usando K——— x
Az
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Exemplo: vetores

Determine as componentes x e y do seguinte vetor no plano Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular

v, = |U] cos @

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular

vy = |U] cos @ = (25m/s) cos(220°)

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular

vy = |U] cos @ = (25m/s) cos(220°)
vy = —19,15111108. ..

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular

vy = |U] cos @ = (25m/s) cos(220°)
vy = —19,15111108. ..

19/47



Exemplo: vetores

Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular y
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~

@ e ainda

T
1
vy = |U]sin @ [ \

Y |
1 Uy

1

1

1
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Determine as componentes « e y do seguinte vetor no plano zy: Um vetor velocidade de 25m/s que
forma um angulo de 40° no sentido anti-horario com o eixo —x

@ Podemos agora calcular y

vy = |U] cos @ = (25m/s) cos(220°)
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~

@ e ainda
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Componentes de um vetor

@ Aprendemos a calcular as componentes a partir do médulo

do vetor e do seu angulo com o eixo x positivo Y
A, = |A|cost A, = | A| sin 6 L
x :
I
|
A I
Ay !
|
Y
I
x . T
O K A
Ay
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A, = |A|cost A, = | A| sin 6

N}
7

@ Podemos também fazer o contrario, encontrar o médulo
|A| e o angulo € a partir das componentes A

Ay
A+ A = |A|?(cos? 0 4 sin® 0) = |A|?

S 0
Al = /A2 + A2 4 \

@ e o angulo 6 é calculado como A,

3~
~

A, |Alsing (Ay> . (Ay>
—~ = -———— =tanf =— |0 =arctan| — | = tan —=
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Funcao 6 = arctanx
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Funcao 6 = arctanx

@ A mensagem é a seguinte: a func3o inversa da tangente (arco tangente) é
de valor mdaltiplo:

arctan(0, 3) = 16,69924423° ¢ = 16,69924423°

arctan(0,3) = {¢, ¢ + 180°, ¢ £ 360°, ¢ £+ 540°,-- - }

@ teste vocé mesmo

tan(¢) = tan(¢ + 180°) = tan(¢ 4+ 360°) = tan(¢ £ 540°) = 0,3
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@ Vimos que

Ay = | Al cos A, =|A|sing
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Componentes de um vetor

@ Também vimos que

A| = (/A2 + A2

Ay
0 = arctan (Ax)

:
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Componentes de um vetor

@ Portanto, para obter 6 (o angulo que o vetor

faz com o eixo z positivo), temos de calcular y
Az <0 Az >0
6 = arctan(A,/A;) A, >0 A, >0
e depois checar se o angulo obtido esta no 7
quadrante certo!
@ Caso n3o esteja, temos de somar (ou subtrair) A, <0 A, <0
180° para obter o angulo correto! A, <0 A, >0
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Caso tridimensional
Componentes de um vetor

@ Nesse caso, o mddulo de A sera

S z
|Al = A= /AZ + AZ + A2

@ Podemos descreve o vetor A usando as
coordenadas cartesianas

(Ag, Ay, Az)

@ ou as coordenadas esféricas
(A,0,0)
@ A relacdo entre as coordenadas é

A, = Asinfcos ¢ A, = Asinfsin ¢ A, = Acosf
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Manipulando as componentes
Componentes de um vetor

@ Ja vimos que
C=A+B
@ Vemos que as componentes do vetor c

podem ser escritas como

C,=A,+ B,
Cy:AyJFBy
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Exemplo: mapa do tesouro

\océ recebeu um mapa e instrucdes para enterrar um tesouro em um dado local. As indicacdes sao

as de caminhar 3,00 km apontando para 60° a norte do leste, e depois 4,00 km apontando para 40°
a norte do oeste. Para qual direcdo e quanto vocé deve caminhar para concluir rapidamente a tarefa?
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3. Vetores

3.5 Vetores Unitarios
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Vetores Unitarios

Yy
@ Chama-se vetor unitario um vetor de médulo
igual a 1
2 4
|@| = /a2 + az
= V) + (1))
=1 1+
,,,,, a
@ O vetor unitdrio ndo possui dimens3o nem 3
unidade |
C_i — CAL Il x
0 1 2
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Vetores Unitarios

Y
ay ”””””””””” |
a
@ Os vetores unitarios que apontam nas direcGes
+x, +y e +2z sdo designados por 7, j e k 7 0
il=1 =1 |kl=1 : x
i=1 =1k 0 o
@ Podemos decompor o vetor @ como Y
a=azi+a)y )
A a
Qy)
0
: x
O azl
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Vetores Unitarios

@ O médulo do vetor @ é dado por

\a|=\/¢m: 22+ (1)2=5

Yy
@ d n3o é um vetor unitario. Podemos encontrar o vetor
unitario que tem a mesma orientacdo de @. Ele é dado por
. a a
a = e = —
@ a
: l1fommmmmmmm - 5y
@ Podemos checar isso a i
|
.a 241 2. 1 . 1
=== = =i+ —=] g ;
|a Vi VB B |
} I T
lal = \/(2/v5)2 + (1/V5) = 1 0 ! 2

@ Também podemos escrever: @ = |d|a 2647



3. Vetores

3.6 Multiplicacdo de vetores
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Multiplicacao de Vetores

o Existe duas formas de multiplicar um vetor por um vetor

e Produto escalar (produto interno) - resulta em um escalar

o Produto vetorial (produto externo) - resulta em um vetor
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Multiplicacdo de Vetores
Produto escalar

o O produto escalar dos vetores @ e b é definido como: @ - b = |a||b| cos(¢)
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Multiplicacao de Vetores
Produto escalar
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Multiplicacdo de Vetores
Produto escalar

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:
@ = a,i+a,]+ ak b= byi+ byj+ bk
@ Produto escalar

@b = (agd+ a,j+ ak) - (byd + b,j+ b.k)

@-b=|a||b| cos(¢)
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Multiplicacdo de Vetores
Produto escalar

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:
@ = ad+ a,] + a.k b= byi+ b, + b.k
@ Produto escalar

@b = (agd+ a,j+ ak) - (bd + b,j+ b.k)

>

= A,y 0 -+ agbyi - )+ agb.i - k

>
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Multiplicacdo de Vetores
Produto escalar
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Produto escalar
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Multiplicacdo de Vetores
Produto escalar

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:

@ = a0+ a,)+ a.k b= byi+ byj+ bk

@ Produto escalar

>

@b = (agd+ a,j+ ak) - (b + b,j+ b.k)

<>

@b =aby + ayb, + a.b.

@-b=|a||b| cos(¢)
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ O produto vetorial de @ e b é escrito como @ X bou @aAb
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Multiplicacao de Vetores
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Multiplicacao de Vetores
Produto vetorial

@ O produto vetorial de @ e b é escrito como @ X bou @aAb

@ O produto vetorial resulta em um novo vetor
c=axb

@ Mddulo de ¢ é dado por

|¢| = absin ¢

o ¢ é o menor dos dois angulos entre @ e b sin(360° — ¢) = —sin(¢)

Lembre-se: || = a
4147



Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

o Note que se @ e b s3o paralelos ou antiparalelos:

@ x b | = absin(0) = 0 @ x b | = absin(180°) =0
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

o Note quese d e b sdo paralelos ou antiparalelos:
@ x b | = absin(0) = 0 @ x b | = absin(180°) =0
o Quando @ e b s3o mutuamente perpendiculares

1@ x b | = absin(90°) = ab
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

o A direcdo de ¢ =a x b é perpendicular ao plano definido por a e b
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

o A direcdo de ¢ =a x b é perpendicular ao plano definido por a e b

Eosentidode @ x b ?

{\
SN
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

Regra da mao direita

© Superponha as origens de @ e b

{\
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

T Regra da mao direita

© Superponha as origens de @ e b

© Imagine a reta que é perpendicular ao plano
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comum.
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

T @ No caso do produto vetorial, a ORDEM dos
vetores importal

il
I
2y
X
>
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

h @ No caso do produto vetorial, a ORDEM dos
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vetores importal
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

h @ No caso do produto vetorial, a ORDEM dos

—7

vetores importal

C=axb

@ Vamos determinar o sentido de

bxdad

—/
C

@ Temos entdo que

—(@xb)

bxd
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:

—

= 4,0+ a,) + a.k b= byi+ b, + b.k
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:
0= a,0 + a,) + a.k b= byi+ b, + b.k
@ Produto vetorial

7 x b= (agi + ayj+ azk) x (byi + byJ + b.k)

>

0 R
= Q,b 2 X+ aghyi X §+ aghi X k

<>

+ ayby] X 2+ ayby) X j+ ayb.) x k

+ abgk X 0+ asbyk X §+ ab.k x k ?
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Multiplicacdao de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacao de vetores unitarios:

—

= a0+ a,j+ ak b=bui+by)+b:k

@ Produto vetorial

a X g: (a.z:i‘i‘ ayj“‘ az%) X (bl‘i—i_ byj+ bZ]%) A é
k &

0 k .
= Qpb 2 X+ by T+ aghi X k

+ ayby] X 2+ ayby) X j+ ayb.) x k

<>

+ abgk X 0+ azbyk X §+ ab.k x k ?
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Multiplicacdao de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacao de vetores unitarios:

—

= 4,0+ a,) + a.k b= byi+ b, + b.k

@ Produto vetorial

qx b= (a,d+ a,j+ ak) x (b i+ b,j+ b.k) ) g\b
A k «—
0 —J
= aub i X+ ambyM—i— b ik

. J
+ ayby) x 14 aybyj x 7+ ayb.) x k

+ abgk X 0+ asbyk X §+ ab.k x k ?
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:
0= a,0 + a,) + a.k b= byi+ b, + b.k
@ Produto vetorial

qx b= (a,d+ a,j+ ak) x (bz—l—byj+b k)
—J
—axb/—i-azb//—l—ambj/
—I—ayby/qLayby/—kabe/x

Y asb K | ab 7 e azszé'

>
<>

>
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacdo de vetores unitarios:
d= a0+ a,j+ a.k b= byi+ b, + bk

@ Produto vetorial

@x b= (ayb, — bya.)i+ (azby — b.ay)] + (aghy — bpay)k
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Multiplicacdo de Vetores
Produto vetorial

@ Vetores descritos na notacao de vetores unitarios:
@ = at+ a,] + a.k b= byt +by)+ b.k

@ Produto vetorial

—

q x b= (ayb, — bya,)i+ (a:by — b.az)j + (azb, — byay)k

@ Também podemos escrever

STl
X
>
I
o
@
-+

ay Ay a

b, b, b.
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Dicas

Reproduza as passagens de maneira independente!
Esta fazendo a lista?
Estude as referéncias!

e 6 6 o

Estude os exemplos resolvidos dos livros!

@ D. Halliday, R. Resnick, and J. Walker. Fundamentos de Fisica - Mecanica, volume 1.
LTC, 10 edition, 2016

@ P.A. Tipler and G. Mosca. Fisica para Cientistas e Engenheiros, volume 1.
LTC, 10 edition, 2009

@ H.M. Nussenzveig. Curso de fisica basica, 1: mecanica.
E. Blucher, 2013

@ H.D. Young, R.A. Freedman, F.W. Sears, and M.W. Zemansky. Sears e Zemansky fisica I: mecanica

@ M. Alonso and E.J. Finn. Fisica: Um curso universitario - Mecanica.
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