Prova P1 de MAT-121 - Calculo Diferencial e Integral 11
Justifique suas afirmagoes.

(1) (1,0 ponto) Esboce a regidao R no plano zy e calcule a sua area:
R={(z,y) e R?: 2> +1< y< 22+4}

?4+1=22+4+—>2°-22-3=0¢+—>r=—-1lour=3
Vamos designar por A(R) a drea da regiao R. Temos:
3 3 32
A(R) = / (22 +4) — (22 + 1)]dz = / (20 —a® + 3)do = =
-1 -1

(2) (1,5 pontos) Seja R = {(z,y) € R*: x> 0,22 +9?> < 3,0< y <2z}

Esboce a regiao R no plano xy e determine o volume do sélido que se obtém por rotacao de
R em torno do eixo x.
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Vamos designar por V' o volume do slido obtido por rotagao da regiao R em torno do eixo
x. Temos:

1 V3 1 V3
V= 7T/ (V2z)dx + 7r/ (V3 — 22)%dx = 7r/ 2xdx + / (3 — 2?)dz = 23 — 5;
0 1 0 1
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(3) (2,0 pontos) Esboce os gréficos das fungoes f e F' e estude a funcao F' quanto a diferencia-
bilidade.

1
4
g
g |2 !
e
L
L |
1 L
3 set< 1 "
Ft)={ 2t sel<t< 2 e F(a:):/ F(t)dt
0 set>2 0

Para x < 1, temos F(x) = [i 3dt = 3z
Para 1 < z < 2, temos F(x) = [} 3dt + [ 2tdt =3 + (2> —1) = 22 + 2
Para x > 2, temos F(x) = [y 3dt + [} 2tdt + [f 0dt =3 +4—-1=6

Portanto,
3x sex < 1
Flz)=3 22+4+2 sel< < 2
6 sex > 2

Como f é continua para todo x# 1 e x# 2, vale que, nestes pontos, F' é diferenciavel.
Além disso, F'(x) = f(x), ¥V x¢ {1,2}, isto é:

3 sex<l1
F'(x) =X 2z sel<x<2
0 sex > 2

Vamos analisar a diferenciabilidade de F' nos pontos 1 e 2.

Para z = 1:
F(x) — F(1 3x —
F'(1)_ = lim (z) () _ =3 =3
z—1— xr—1 r—1



F(x)-F(Q1) (2*42)—-3 2°—1 (z—1)(z+1)

F/(1)+ = lim == = =

z—1+ r—1 r—1 z—1 r—1
Como F'(1)_# F'(1)4, F nao é derivdvel em 1.
Para z = 2:
F — F(2 2492)—
T2 T —2 T —2
. F(z)—-F(2) 6—6
(2)+ v 2 x—2 0

Como F'(2)_# F'(2)1, F nao é derivdvel em 2.

z3+dz
(1,0 ponto) Calcule F'(x), sendo F(x) = / et dt
2
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Pelo Teorema fundamental do Célculo e a regra da cadeia, temos que

F'(z) = (e@+49%) (23 4 dz) — e@2*+1° (222 4 1)
e portanto,
F'(z) = (et +12)) (322 4 4) — (D)%) 4

1
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(1,0 ponto) Calcule A md:ﬁ
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Vamos calcular / 7dx
14 1622

u=4x
du = 4dx — dxzcif

1 1
= = — 4
/ T 16:(:2 / n u2 T m"ctgu +k= 4arctg( x)+k

Dessa forma,

/ arctg(4c) —arctg(4.5)  arctg(4e) — arctgl
—aAr = _—
1 1+ 1622 1 4
e portanto,
+oo 1 . arctg(4de) —arctgl 1w 7 s
Y dr = ] S AR S
/1 1+ 1622 emioo 4 R URT

4



(6)

(2,0 pontos) Estude a convergéncia ou divergéncia das seguintes integrais impréprias:

too 4y —2 oo 3t 44
I b/ _or TR
(a)/3 7x3+4x2+5x (b) 2 x5+3x3+8x

()/+OO 4o — 2
a - dx
3 Tax3+4224+5

Temos:

0< o PR < o Rl ﬁdx converge.

Pelo critério de comparacao, concluimos que a integral dada também é convergente.

4dr — 2 4x 4 /+°° 4
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—————dx
x®+ 323+ 8
Temos:
3zt44 5
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Pelo critério de comparacao pelo limite, como / —dx diverge, vale o mesmo para a integral
2

dada: ela é divergente.

(1,5 pontos)Determine uma parametrizacao para a curva dada por interse¢ao do cilindro

322 +4y* = 12 com o plano z = 1 —z — 2y, e a reta tangente a esta curva no ponto (1, %, —3).

Temos que :

2 2
T Y
302 +4y2 =12 — 4+ =1
7+ 4y 1 3
A projecao de todo ponto (z,y, z) da curva no plano zy cai sobre a base do cilindro, que é

a elipse de equacao dada. Assim, temos que
T = 2cost
Y= V3sent

Mas todo ponto (z,y, z) da curva estd no plano z = 1 — x — 2y e portanto, uma vez escritos
z e y em funcao do parametro t, z fica determinado: z = 1 — 2cost — 2v/3sent.

Temos, assim, a seguinte parametrizagao:

v(t) = (2cost,/3sent, 1 — 2cost — 2v/3sent)
3
Em particular, ’y(z) = (1, 2 —3)

3
Além disso,
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v (t) = (—2sent, v/3cost, 2sent — 2+/3cost), e portanto, 7’(%) = (

w

Logo, a reta tangente a curva no ponto dado tem equacao

X =9(3)+M(3), A € R,

e obtemos
(2,9,2) = (1,3, -3) + A(F22,%,0), A € R.
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O vetor (= 2‘/5, ?, 0) é paralelo ao vetor (—2,1,0), e podemos escrever ainda, para a equagao

da reta tangente,
(z,y,2) = (1,2,-3) + \(—2,1,0), A € R.
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