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Transformacoes

Sejam U, V dois conjuntos n3o vazios e uma fungdo F : U — V.
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Em Algebra Linear, fungdes também sdo chamadas de
transformacdes ou aplicacdes.

O elemento F(x) chama-se imagem de x por F.

O conjunto U chama-se dominio e V o contra-dominio de F.
O conjunto graf(F) = {(u, F(u)) : u € U} chama-se grafico
de F.

Dado A C U, o conjunto F(A) = {F(u) : u € A} chama-se
imagem de A por F.

se A= U, entdo o conjunto F(U) chama-se imagem de F
(neste caso, também usamos a notacdo Im(F)).

Dado B C V, o conjunto F~}(B) ={u € U: F(u) € B}
chama-se imagem inversa de B por F.



Transformacoes injetoras e sobrejetoras

Seja F : U — V uma aplicac3o.

> F é dita injetora se, quaisquer que sejam ug, Uy € U com
uy # up, tem-se F(u1) # F(u2),
ou, equivalentemente, quando
F(u)) =F(w) = nu=wmeU.

» F é dita sobrejetora quando F(U) = V.

» Uma aplicacdo injetora e sobrejetora é chamada bijetora.



Exemplos

» Seja U um conjunto n3o vazio. A transformac3o identidade
ly: U— U, tal que Iy(x) = x, Vx € U, é bijetora.

» A aplicacdo F : R? — R?, F(x,y) = (x, —y) é bijetora.
» A rotacdo de angulo 6, Ry : R? — R? dada por

Ro(x,y) = (xcos@ — ysenf,y cosf + xsen @)

também ¢ bijetora. (R, = R_y)
» Seja a € R? fixado. A translacio T, : R> — R? dada por
T(x) = x + a é bijetora.



Funcao invertivel

» Sejam duas aplicacdes F: A—Be G: B — C
» A compostade Fe G, GoF: A— C, é definida por:

(G o F)(u) = G(F(u)).

» Uma aplicacao F : A — B é dita invertivel quando existe
G:B—>Atalque GoF=IlyeFoG=I.

» A aplicacio G chama-se inversa de F e é denotada por F~1.

P> Teorema: F é invertivel se e somente se F é bijetora.



Transformacoes lineares

Sejam U, V espacos vetoriaise T : U — V uma transformacg3o.
Dizemos que T é uma transformac3o linear quando:

» T(u+v)=T(u)+ T(v), YuvelU
» T(au)=aT(u), YaecK,uecU.

Quando U =V, diremos que T é um operador linear.



Exemplos de transformacdes lineares

Transformacao nula
O:U—=V,O(x)=0¢€ Vélinear:
» O(u+v)=0=0+0=O(u)+ O(v)
» O(au) =0= a0 =aO0(u)

O n3o é nem injetora, nem sobrejetora.

Homotetia de razdo k € R
H : U — U dada por H(u) = ku é linear:

» H(u+v)=k(u+v)=ku+ kv =H(u)+ H(v)
» H(au) = kau = aku = aH(u)
Se k # 0, H é bijetora.



Exemplos de transformacdes lineares

A transformacdo T : R3 — R? definida por
T(x,y,z) = (2x + y,x + by — z) é linear, sobrejetora, mas ndo
injetora.

Tl(a,b,c)+ (d,e,f)]=T(a+d,b+e,c+f)
=2(a+d)+b+ea+d+5b+e)—(c+f))
=(2a+b,a+5b—c)+ (2d +e,d +5e —f)
= T(a,b,c)+ T(d,e,f)

Tla(a, b, c)] = T(aa, ab,ac) = (2aa + ab,aa+ 5ab — ac)
=a(2a+ b,a+5b—c)=aT(a,b,c).

P> Estudar se T é sobrejetora e injetora é analisar um sistema
linear (exercicio).



Matrizes de transformacoes lineares

» No exemplo anterior, se (s, t) = T(x,y, z), entdo temos
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» Note que para (x,y,z) € R3, a matriz coluna u= |y| éa
z

matriz de coordenadas de (x, y, z) (na base candnica).
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» Analogamente, [t] é a matriz de coordenadas de (s, t) (na

base canénica).
» Vamos escrever Tu = Au
> A a matriz da transformagio lineat T (na base candnica).



Uma matriz determina uma transformacao linear

Dada A matriz n x m, podemos definir uma trasformacgao linear
T:R™ - R™
» um vetor coluna u com m linhas s3o coornanadas de um
elemento de R™
» T(u) = Au define uma transformagio linear:
> T(u+v)=Alu+v)=Au+Av=T(u)+ T(v)
> T(au) = Alau) = cAu=aT(u)
» ApxmUmx1 = (Au)nx1 é vetor coluna, que é coordenada de
elemento de R".



Matrizes de transformacoes lineares

» Ent3o, dada A matriz, definimos uma trnasformacao linear.

» Também, dada uma transformac3o linear F : R™ — R”,
podemos definir uma matriz tal que F(u) = Au.

» A j-ésima coluna de A s3o as coordenadas de F(g;).

Exemplo: T(x,y,z) = (2x+ y,x + by — z)
7(1,0,0)=(2,1), T7(0,1,0)=(1,5), T(0,0,1)=(0,-1)
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Exemplo em P3(RR): operador derivada
Seja D : P3(R) — P3(R) definido por Dp(x) = p'(x):

D(a+ bx + cx® +dx®) = b+ 2cx + 3dx® (4 0x3)

» Usando a base candnica de P3(IR), podemos encontrar a
matriz da transformacdo D:
> D(1) =0, D(X)_: 1, D(x?)=2x, D(x3)=3x?

0 1
> pI=[]= o] . PWI=01= g
0 0
0 0
D) =20 = [g|. D6 =Bx]= |3
0 0
01 00
0 0 20
*A=100 0 3
0 00O



Teorema: propriedades de transformacdes lineares

Sejam U, V espacos vetoriais e seja T : U — V uma aplicag3o
linear.

» T(0)=0 (T leva o vetor nulo de U no vetor nulo de V)

> T(ax+By)=aT(x)+BT(y).

> SeF:U—VeG:V — W forem transformacdes lineares,
entdo a composta Go F : U — W também ¢ linear.

(demonstragdo na “lousa”)



Transformacoes e subespacos vetoriais

Teorema
Seja T : U — V uma transformac3o linear:

» Se W for um subespaco de U entdo T (W) é subespago de V.
» Se Z for um subespaco de V entdo T~1(Z) é subespaco de U.

(demonstragdo na “lousa”)



Transformacoes sao determinadas pelos valores numa base

Teorema
Sejam U e V espacos vetoriais e B = {u1,...,u,} uma base de U.
Se 5, T : U— V sdo transformacdes lineares tais que

S(u1) = T(u),...,S(un) = T(un),
entdo S(x) = T(x), Vxe U.
Demonstracao

> Sejaxe U.

» Como B é uma base de U, existem az, ..., «a, tais que
X =aoiu1 + -+ apup.
» Como S e T s3o lineares e S(u;) = T(u;),

S(X) = S(alul 4+ .. +OénUn) = 0é15(U1) e ans(un)
=a1T(un)+-+a,T(up) = T(arur+- - +anyup) = T(x)

» Logo, S coincide com T.



