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Motivacao

EDO

dificil!! facill!!

u(t) m y(t)

|
y(t)=u*g = u(r)g(t-r)dr E > Y(s)=G(s)-U(s)
|
I
|

Dominio do tempo Dominio da frequéncia

2




y(t)

y(t) =] g(t—7)u(r)dzr]=u*g

Y (s)=G(s)-U(s) = L(Y(s)) = y(t) :
———————————————————————————

&
Cmmmm———
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Definicao
S=0+ o)

F(s)=2L[f®)]=[ f(t)edt

""E(s)e’ds

o—jo

(=L FO1=

F(s)=[ f(t)e " dt=["e " f(t)e " dt
o — fator de amortecimento
obs: Formula de Euler
e’ =cos@ + jsend
e =cosd— jsend
t > 0= convergéncia
i {t < 0= pode haver divergéncia
Transformada Unilateral :

F(s)=£[f()]=]" f(t)e™dt

jw

Regiao de
Convergéncia

da
Integral




Exemplos de transformadas e
Propriedades

ﬁm:%

Ls(t)]=1

L[f()]=sF(s)- f(0)
L[f(t)]=5°F(s)-sf(0)- f(0)

L[[ f(t-2)g(r)dr]=L[f *g]=F(s)-G(s)

LIf®)g(®)] :Z%jf:ij(S)G(r—s)ds =2iﬂj F*G



Transformadas de sinais elementares

F(s) = LIf(D)] = fo f(Oetde

1) Degrau unitario: f(t) = u(t — 1) = 1(t — 1)

00)

X —1 1
F(s) =f 1-eStdt=—e7 5| =0+-e75"
. s y S
u(t)p
1 _
T t

Se =0 = F(s)=% 6




Transformadas de sinais elementares

» Pulso unitario na origem: p(t)

F(s) = JOO - el =
ol 'T J

p(t)
1 B —St 1 —Stoo 1 1 1 —ST
W F(s) =— e >tdt ——e =—[———e ]
T|J, S i Tls s
1—e "t
F(s) =

[N

p(t)




Transformadas de sinais elementares

Impulso unitario na origem:f(t) = §(t)

~1—e 1-—1 L’Hospital
F(s) =lim = — >

T—0 TS 0
- +se™t
lim =1
T—0 S d(t)

T/41/2



Transformadas de funcoes elementares

F(s) = LIf ()] f f(t)e stdt
Integral por partes: [ udv = uv — [ vdu

du
dt

—st _ —st

u=e = —SE€

dv = f(t)dt
f f®etdt = e~ (D)~ f f@)(=se™*N)dt
0 0 Jo

F) = L[ ©0]= - f© +5 [ f) et
0

F(s) = L[f(®)]= — £(0) + sF(s)



Transformadas de funcoes elementares
F(s) = LIf ®O1=[, f (®)e~tdt

Seja :f(t) = g(t) = F(s) = L[f (D]=L[g ()]= — g(0) + sG(5)

co

F(s) = L[f (©O]=—f(0) + 3 g(t)(e™")dt

|
OOO

Fs) = L[f ®]=— f©@ +s [ f®) (et

0

—

F(s) = L[f (®©)]= = f(0) + s[ = £(0) + SF(s)]
F(s) = L[f @©]= = f(0) = sf(0) + s?F(s)

= F(s) = [(?) (®)] fooo (n) (e Stdt = s"F(s) —s" 1f(0) — ---

f
S m-2) -1
PR OB O

10



>ropriedades das Transformadas de Laplace .

1 L[Af()] = AF(s) Ex. 1 casa
2 LLA@) = (0] = Fi(s) = Fy(s) Ex. 2 casa
3 fft[% f(t)] = 81 ) — J{DE])
d? ) . ;
4 £, a2 ()| = s°F(s) — sf(0x) — f(0x)
d" n (k—1)
sez[ e f(t)] = $"F(s) — 3, s"~* fiox)
k=1
. (k—1) k=1
onde f(t) = —= f(0)
- _F) 1
6 “LgiU W ‘”J s s U e dtJ,-o: Ex. 3 casa
n — .P_‘(‘S‘._). % l o &%
7 fzz[ [-] f(z)(dr)] = [ [-] f(t)(dt)"Loz
3 52[ "R d:] o 2
0 s
9 Jmf(t) dt = lim F(s) se fw f(?) dt existir
0 5—0 0
10 £le™ [t)] = F(s + a) Ex. 4 casa
11 LAt — )1t — )] = e ™F(s) a=0 11
n
| 12 elfiey] = —2E©)



aije n — F(S) C l o ¢ %
7 §.£:|:f . Jf(t)(dt):l pr= + /é ==y [f ff(t)(dt)k]l=0:
X Fi
8 52[ [ ro dr] = A2
9 J:)Z f(t) dt = ll_r)‘[(l) F(s) se Jow f(2) dt existir
10 Lle ™ f(t)] = F(s + a)
11_ Lt — o)1t — a)] = e “F(s) a=0
_ _dF(s)
12 Elef(0)] = ds
d2
13 Z[2R/)] = =52 F(s)
14 L[] = (—1)" 5:, F(s) =1, 2 3.
15 iEI:% f(t)] = Jw F(s) ds se lm?)% f(¢) existir
16 <p f(ﬁ) = aF(as) Ex. 5 casa
17 %[J‘ filt — ©)fa(7) dT] = F(s)F5(s) Ex. 6 casa
0 ’
18 g0 = 5= [ F@)G(s — p) dp

Teorema do Valor Final e Teorema do Valor Inicial

12




Multiplicagdo por +:

Seja g(+)=tf(+) = L ﬁu) = (it f(t)) (509
j(t%(t\) = ____)

(JF(S I (f)e d’[ (ﬁ)d -St)d(t
ds L f /7/
i@e e [ g
44t e
G = - 4Ry &(s)

ds

13



Teorema do Valor Final

sempre que:i)  J i(/?ff) 2 ‘X(%(t))
i) Jhm j((f)
i) sFe) wao Lndos POLOS 20 plant dineill
( seme —//‘WO DIREITO 4 20 /70y MNERIO)
DEMONSTRACAO
Sabemos dque: j(f): 51:“)"5{(0) > i “Z(f) = /Sé:;[f’ Fsy ~fe)]

520

TR s
: jf é@géﬁt =—{(0)+M = £(s)

320

= /g(_/ry\_/ 6-E(~5> _f(cr) =

S 70 J

/é”“ ©F(9 = {tw): /. nm)

a>()
£> =0 b




DEGRAU -
RAMPA -

PARABOLA >

.*D _{(f] -1l F(s):_é:
2 @)=t 0=t > Gl)=-dFE) _(h_;_).:;
3) /f(f):t-g(ﬂ: ﬁ‘sz/’(t)

do
flls)= - d68&) - -.<—_J_,§ : 2
48 54 3
9 xa) st

A
= K(S) + 5{:&+;

15



(1) E(s)
1 Impulso unitério 8 (f) 1
L 1
2 Degrau unitario 1(f) =
3 t é
tn—l 1
(n=1,23,..) 1
. (fl = 1)‘ s"
!
5 *  (n=1,23,...) S:‘;l
6 ~at 1
‘ s+a EX. [/ casa
—at 1
! “" s+af Ex| 8 casa
1 n—1_,—at i
e (n=1,2,3,..))
; (n—1)! Gt ap
n!
9 t"e™  (n=1,2,3,...) 6+ oy
w
C o £+’ FEk, 9 casa
11 cos wt = j =
12 senh wt - i”wz
—
13 cosh mt s 16




1!

6 e s+a
7 —at 1
te (s + a)?
1 n—1_—at 1
t' e " (n = 17 21 3’ i ‘)
- (n — 1)1 (s +a)"
n!
9 t"e™™ (n=1,2,3,..) (s + g\t
W
10 sen wt BB
)
11 cos wt 2+ o
12 senh wt 2 f)wz
13 cosh wt o2 _s P
1 = 1
_(1 =i al)
14 4 s(s + a)
1 —at —bt 1
e*—¢
15 b—a( ) (s +a)(s + b)
16 1 (be—bt _ ae—ar) §
bi=g (s +a)(s + b)
_L 1 —at —bt] 1
17 e [1 + — (be ae ") s(s + a)(s + b)

—

Fs) =2 7] = [ fiovet ar

17




20

e “senwt

w

(s + a)* + @?
S+ i
21 —at
e " cos wt (S F a)2 3 a)z
—
22 O e tsenw, V1 — 2t @,
V1-g ' s? + 2tw,s + w?
1 TP
e o, V1-¢gt-
, B e *"'sen(w, & P) .
Vi-¢ 5% + 28w,s + w?
= tan
. :
1
e B0l . 2t
y 1 > e 'sen(w, V1 — £2t + @) o7
P V1-¢g s(s? + 28w,s + w?)
B &
——
2
0]
25 1 — cos wt
s(s? + w?)
3
26 wt — senwt T -
s3(s? + a?)
3
21 senwt — wt cos wt 2
(s? + w?)?
1 §
2 M
8 2wtsen wt % + )
PR
29 t cos wt - = 18




Transformada da Convolucao

Ex. 10 para casa:

Mostre que:
F(s) = L[f, f(t—19(0) de]=LIf * g] = F(s)G(s)



Definicdo de Funcao de Transferéncia

y(t) =] g(t-7)u(z)dz]=u*g

- o o100

B

6--
(-
~~
0p)
—

Cl=0



Definicdo de Fungdo de Transferéncia

y(t)

Considere o SLIT descrito pela EDO:

" 4 ;D ot Y+ @y (e) = by "D + -+ byt + byU(t

Aplicando a Transformada de Laplace com CI=0:

£l P+ a0 4+ 1= L[b "V + 4 byoqtt + byu(t)]
Y(s) _ L[y (t)] . b,+ b,_1S+--bs™1
U(S) - L[U(t)] - a +a,_1S+ - a1STL—1 + g 21

G(s) =



» Usando a FT é possivel representar um SLIT
por uma equagao algebrica em s, cuja ordem
? ():Iada pela maior poténcia do denominador

n);

« A FT € uma caracteristica dos sistema e
independe da magnitude e da natureza do
sinal de entrada;

» Sistemas diferentes podem ter a mesma FT
(nao ha informacao fisica numa FT);

o = pode ser determinada
experimentalmente.




y(t)

=>
e
! G(s) Ys) |

Y(s) =G(s)*1=0G(s) » Y(s)=G(s) = A saida é a prdpria FT.

O IMPULSO IDENTIFICA O SISTEMA!!!

—



frequéncia




Tanque com fluido incompressivel

“
yo

Qo
=

Escoamento turbulento na valvula

o

25



Qi=Q +q(t)
H =H +h(t)

Qo=K+VH

Lei da conservacao da massa, fluido incompressivel.

Qi—Qo = AC;—T: A—_Qu—KW

:%(Qi—Kﬂ)

26



=%(Qi—K«m)

h=f(Qi,H)

Obs.: f(Q,H) > RP.>h=0=Q =K+H
1@ ) =4 (Q-KVH)=0

1
[Q(t)r h(t)] (q(t)_zf h(t)j

II2



K="?
ra dH
dQ
dQo K 2H
o=K+vH = R=——7-——
== <
.'.K:ZX/ﬁemR.P.:K:Z\I/Qﬁ

h 1 4 2H
A(q(t)_&/ih(t)j [ (t) R 2\/7h(t)

h+L:ﬂ:> EDO Linear!
RA A

b %(Qi — K+/H )= EDO Néo- linear!

|

28



Funcao de transferencia usando o operador D(.)
. h
" _
RA A

usando o operador Dle]: _‘I_.n_h.
(D + ijh al
RA A
saida h 1 R

entrada  q (AD +%): ARD +1

AR |=cte detempo=> AR =7

4 R

q rD+1

= ser égrande = sistemalento!

29



Funcao de transferéncia usando o operador D(.)

L“_%..

saida h 1 R
(AD+17) ARD +1

entrada q

qO:Kh:RL:>h:Rq0

f

Fo R
q, ARD +1
a, 1 1

g ARD+1 D+l

30



Funcao de transferencia usando a Transf. de Laplace

Bn g Q(s) (s)
RA A
Transf . de Laplacecom condicoes iniciais nulas:
(s+—jH(s)_%
RA
saida H(s) 1 R

entrada Q(s) (As+%)_ ARs +1

|AR|= cte de tempo = AR =7

H R
E_G(S) 7541

— se 7 égrande = sistema lento! .




Funcao de transferéncia usando a Transf. de Laplace

— -

saida H 1 R
entrada Q (As+ %) ARs +1
Q, =KH == H = RQ,

Rf
g R
B AR 1
1 1

Q. ARs+1 s5+1

32




1) A resposta de um sistema ao impulso €:
y(t)—ze‘t+§e‘2t—le
3 2 6

_4t

Qual sua Funcao de Transferéncia (FT)?

2) A resposta de um sistema ao degrau é:

I 3 1
)=1-—e'+—e*' —=e™
=4 S :

Qual sua Funcao de Transferéncia (FT)?
3) Dado o sistema no Espaco de Estado (E):

o] 2
A= B = C=[L 0] D=0
~100 0 10

x(0)=[0 of =01 t, =10
Simule e determine a resposta Qual e FT?
4) Dado o sistemano EE: [-1 4 0 0
A=|5 2 0| B=[1] C=[0 0 1] D=0
-1 0 -3 0

Determine a Equacgao Caracteristica e verifique a
estabilidade do sistema. Ha polos dominantes?

33



Funcao de transferéncia transcendentais

u(ib“—):(t) y(t) =u(t - 7) — r tempo de atraso (delay)
&

Y (s) = T u(t—z)e"dt

sgja:t—r=¢

()= [u(@)e*"7de = [u(e)e *Vle g

Y (s) = e-5<f>]o u(&)e*¥lde

Y (s) =e U (s)

SG(s)=e"" =1-s7+ o) _(52)
2! 3!

34



Funcao de transferéncia transcendentais

2 3
G(s):e‘Sf:1—31+(ST) G
2! 3l
1
G(s) =5 =
; 1+3r+(sr)2 +(S;)3

— FT com infinitos polos!
Se 7 for pequeno:
Aproximacao de1® ordem:

1 1
e’ 1+srt

!

G(s)=e"" = =1-s7

35



Aproximacao Padé del® ordem:
1 1-sz/2

e’ 1+s7/2

Aproximacao Padeé de 2° ordem:

1 _1-st/2+(sz) /12

G(s)=e"" =

G(s)=e"" =

e 1+sr/2+(sz) /12

36



