
Domínio da Frequência

• Transformada de Laplace
• Motivação
• Definição
• Propriedades
• Pares de Transformada
•Teoremas 
• Transformada Inversa
• Teoremas de Heaviside

• Expansão em frações parciais
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Transformadas de sinais elementares

𝐹(𝑠) = ℒ[𝑓(𝑡)] = න
0

∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

1) Degrau unitário: 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 𝜏) = 1(𝑡 − 𝜏)

𝐹(𝑠) = න
𝜏

∞

1 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ቤ
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑡

𝜏

∞

= 0 +
1

𝑠
𝑒−𝑠𝜏

u(t)

t

1

𝜏

Se 𝜏=0  F(s)=
1

𝑠 6



 Pulso unitário na origem: p(t)

𝐹(𝑠) = න
0

∞ 𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡 − 𝜏)

𝜏
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 =

𝑝(𝑡)

∴ 𝐹(𝑠) =
1

𝜏
න
0

∞

𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 − ቤ
1

s
𝑒−𝑠𝑡

𝜏

∞

=
1

𝜏

1

𝑠
−
1

𝑠
𝑒−𝑠𝜏

𝐹 𝑠 =
1 − 𝑒−𝑠𝜏

𝜏𝑠

Transformadas de sinais elementares

p(t)

t𝜏

1

u(t) u(t-𝝉)
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Impulso unitário na origem:𝑓 𝑡 = δ(𝑡)

𝐹 𝑠 = 𝑙𝑖𝑚
𝜏→0

1 − 𝑒−𝑠𝜏

𝜏s
=
1 − 1

0

L′Hospital

𝑙𝑖𝑚
𝜏→0

+𝑠𝑒−𝑠𝜏

s
= 1

Transformadas de sinais elementares

δ(t)

t

𝝉/𝟒 𝝉/2 𝝉
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𝐹 𝑠 = ℒ[ ሶ𝑓(𝑡)]=0
∞ ሶ𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

Integral por partes:𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − 𝑣𝑑𝑢

𝑢 = 𝑒−𝑠𝑡 →
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝑠𝑒−𝑠𝑡

𝑑𝑣 = ሶ𝑓 𝑡 𝑑𝑡

න
0

∞
ሶ𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑠𝑡𝑓 t − න

0

∞

𝑓 𝑡 −𝑠𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

𝐹 𝑠 = ℒ ሶ𝑓 𝑡 = − 𝑓 0 + 𝑠න
0

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

𝐹 𝑠 = ℒ ሶ𝑓 𝑡 = − 𝑓 0 + 𝑠𝐹(𝑠)

Transformadas de funções elementares

0

∞
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𝐹 𝑠 = ℒ[ ሷ𝑓 (𝑡)]=0
∞ ሷ𝑓 (𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

Seja : ሶ𝑓 𝑡 = 𝑔 𝑡 ⇒ 𝐹 𝑠 = ℒ[ ሷ𝑓 (𝑡)]=ℒ[ ሶ𝑔 (𝑡)]=− 𝑔 0 + 𝑠𝐺(𝑠)

𝐹 𝑠 = ℒ[ ሷ𝑓 (𝑡)]=− ሶ𝑓 0 + 𝑠න
0

∞

𝑔 𝑡 𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

𝐹 𝑠 = ℒ ሷ𝑓 (𝑡) = − ሶ𝑓 0 + 𝑠න
0

∞
ሶ𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

𝐹 𝑠 = ℒ ሷ𝑓 (𝑡) = − ሶ𝑓 0 + 𝑠[ − 𝑓 0 + 𝑠𝐹(𝑠)]

𝐹 𝑠 = ℒ ሷ𝑓 (𝑡) = − ሶ𝑓 0 − 𝑠𝑓 0 + 𝑠2𝐹(𝑠)

⇒ 𝑭 𝒔 = 𝓛[
𝒏
𝒇
(𝒕)]=𝟎

∞ 𝒏
𝒇

𝒕 𝒆−𝒔𝒕𝒅𝒕 = 𝒔𝒏𝑭 𝒔 − 𝒔𝒏−𝟏𝒇 𝟎 −⋯

⋯− 𝒔
𝒏 − 𝟐
𝒇

𝟎 −
𝒏 − 𝟏
𝒇

(𝟎)

Transformadas de funções elementares
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Ex. 1 casa

Ex. 2 casa

Ex. 3 casa

Ex. 4 casa
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Teorema do Valor Final e Teorema do Valor Inicial

Ex. 6 casa

Ex. 5 casa
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Teorema do Valor Final
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Ex. 7 casa

Ex. 8 casa

Ex. 9 casa
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Transformada da Convolução

Ex. 10 para casa:

Mostre que:

𝐹 𝑠 = ℒ[0
∞
𝑓(𝑡 − 𝜏𝑔 𝜏 𝑑𝜏]=ℒ 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝐹 𝑠 𝐺(𝑠)
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u(t) g(t)
y(t)

gudutgty *])()()(
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Definição de Função de Transferência

𝐺 𝑠 =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=
ℒ[𝑦 𝑡 ]

ℒ[𝑢 𝑡 ] 𝐶𝐼 ≡ 0
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Considere o SLIT descrito pela EDO:

𝑦
(𝑛)

+ 𝑎1 𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1 ሶ𝑦 + 𝑎𝑛𝑦(𝑡) = 𝑏1 𝑢

(𝑛−1) +⋯+ 𝑏𝑛−1 ሶ𝑢 + 𝑏𝑛u(t)

Aplicando a Transformada de Laplace com CI≡0:

ℒ[ 𝑦
(𝑛)

+ 𝑎1 𝑦
(𝑛−1) +⋯]= ℒ[𝑏1 𝑢

(𝑛−1) +⋯+ 𝑏𝑛−1 ሶ𝑢 + 𝑏𝑛u(t)]

𝐺 𝑠 =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=
ℒ[𝑦 𝑡 ]

ℒ 𝑢 𝑡
=

𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑠 + ⋯𝑏1𝑠
𝑛−1

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠 + ⋯𝑎1𝑠
𝑛−1 + 𝑠𝑛

u(t) g(t)
y(t)

Definição de Função de Transferência
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FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA

 Usando a FT é possível representar um SLIT
por uma equação algébrica em s, cuja ordem
é dada pela maior potência do denominador
(n);

 A FT é uma característica dos sistema e
independe da magnitude e da natureza do
sinal de entrada;

 Sistemas diferentes podem ter a mesma FT
(não há informação física numa FT);

 A FT pode ser determinada
experimentalmente.
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δ(t) g(t)
y(t)

1
G(s)

Y(s)

L

𝑌 𝑠 = 𝐺 𝑠 ∗ 1 = 𝐺 𝑠 → Y(s)=G(s)  A saída é a própria FT.

O IMPULSO IDENTIFICA O SISTEMA!!!
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Integrando o sinal de entrada  integral do sinal de saída
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Qi

Qo

h

R
H

A

Escoamento turbulento na válvula
25

p=ρgH



 HKQi
A

h

HKQi
dt

dh
A

dt

dH
AQoQi

HKQo

thHH

tqQQi











1

ível.incompress fluído massa,da  oconservaçãda  Lei

)(

)(



26



   

 











































)(
2

)(
1

)(
2

)(
1

0
1

),(       

0..),( :Obs.

),(

),(

th
H

K
tq

A
th

H

K
tq

A
h

HKQ
A

HQf

HKQhPRHQf

HH
H

f
QQi

Qi

f
HQfh

HQifh

H
Q

H
Q

H
Q









27

 HKQi
A

h 
1



  linear!-Não EDO
1

 Linear!EDO

)(
2

2
)(

1
)(

2
)(

1

2
  R.P.em 

2

2

2

?







































HKQi
A

h

A

q

RA

h
h

th
HR

H
tq

A
th

H

K
tq

A
h

R

H
K

R

H
K

K

H
R

H

K

dH

dQo
HKQo

dQ

dH
R

K







28



Função de transferência usando o operador D(.)
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Função de transferência usando o operador D(.)



Função de transferência usando a Transf. de Laplace
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Função de transferência usando a Transf. de Laplace



1) A  resposta de um sistema ao impulso é:

Qual sua Função de Transferência (FT)? 
2) A  resposta de um sistema ao degrau é:

Qual sua Função de Transferência (FT)?
3) Dado o sistema no Espaço de Estado (E):

Simule e determine a resposta. Qual é  FT?
4) Dado o sistema no EE:

Determine a Equação Característica e verifique a 
estabilidade do sistema. Há polos dominantes?
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Função de transferência transcendentais 

36


