ALGUMAS DESIGUALDADES GEOMETRICAS
RICARDO BIANCONI

RESUMO. Vamos mostrar algumas desigualdades envolvendo tri-
angulos. Uma consequéncia importante dessas desigualdades é o
critério LLL (Lado-Lado-Lado) de congruéncia de tridngulos.

1. LEMBREMOS 0S POSTULADOS

Veja a Lista 1 para uma discussao mais detalhada.

Postulados de Incidéncia

(I 1): Dados dois pontos distintos A e B, existe uma tnica reta
m contendo esses dois pontos. Tal reta também é denotada jﬁ
(ou tembém BA; a ordem dos pontos nao importa aqui).

(I 2): Cada reta tem pelo menos dois pontos distintos.

(I 3): Existem pelo menos trés pontos nao colineares (ou seja,
ndo estdo na mesma reta).

Postulados de Ordem

(O 1): Se A— B—C, entdo A, B e C sdo trés pontos distintos e
colineares.

(0 2):Se A—B—C,entao C — B— A.

(O 3): Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C'
e F,taisque A—B—-C,B—-C—-De(C—-D-—F.

(O 4): Dados trés pontos distintos e colineares A, B e C, uma e
somente uma relagao ocorre dentre A — B —C, A—C — B e
B—-A-C.

(05):Se A—-B—-C,B—-—D—-CeB—C— E, entdo valem
A-B-D A-D-C,A-B—-—FeB-(C-E.

(O 6—Pasch): Dados trés pontos nao colineares A, B e C, e uma
reta 7 que nao contenha nenhum desses pontos, se existir um
ponto D em 7, tal que B — D — C, entao existe um ponto £ em
r, tal que ou A— E — B, ou A — E — C. (Outro modo de ler
esse postulado: se uma reta corta um lado de um tridngulo e
nao contém nenhum dos vértices, entao deve cortar um sequndo
lado desse triangulo.)

Algumas consequéncias uteis.
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Exemplo 1 (Separagao do Plano). Dada a reta r existem dois conjun-
tos convexos e disjuntos H; e H», tais que

(a) nenhum ponto de r estd em H; e nem em Hy;

(b) cada ponto do plano esta ou na reta, ou e, Hy, ou em Ho;

(c) para cada par de pontos P, € Hy e P, € H,, existe um ponto
Q € int(P, P,) que esta na reta r.

Os conjuntos H; e H; sao chamados de semiplanos de origem 7.

Exercicio 1 (Barras transversais). Dado P € int ZAOB, mostre que
existe um ponto @ € AB N O?

Postulados de Congruéncia.

(CS 1): Dados um segmento AB e uma semirreta @, existe um
tnico ponto F € C%, tal que CF = AB.

(CS 2): Para todo segmento AB, vale AB = AB.

(CS 3): Se AB=CD e AB = EF, entdo CD = EF.

(CS4):Se A—-B-C,D—FE—-F,AB=DF e BC = EF, entao
AC = DF.

(CA 1): Dados um angulo ZBAC, uma semirreta DE e um dos

semiplanos H de origem ﬁ, existe uma Unica semirreta ﬁ ,
com F' € H, tal que ZBAC = ZEDF.

(CA 2): Para cada angulo ZBAC, vale /ZBAC = ZBAC.

(CA 3): Se /BAC = /ZEDF e /BAC = ZHGI, entao vale
/EDF = ZHGI.

(CA 4): Se D € int(£BAC) e E € int(ZQPR) forem tais que
/BAD = /QPFE e /DAC = /ZEPR, entao /BAC = ZQPR.

(LAL): Dados os triangulos AABC e ADEF, se AB = DE,
AC = DF e /BAC = Z/EDF, entdo ANAABC = ADEF.

Algumas consequéncia tteis (veja a Lista 1)..

Proposi¢do 1 (Angulo-Lado-Angulo: ALA). Dados dois triangulos
NABC e ADEF,se AB= DE, /ABC = /DEF ¢ /BAC = /EDF,
entao AABC = ADEF.

Proposicdao 2 (Lado-Angulo-Angulo (LAA)). Dados dois triangulos
AABC e ADEF, suponha que AB = DE, /BAC = /EDF e
LACB = ZDFE. Mostre que AABC = ADEF. [Sugestao: seja

F' e lﬁ, tal que DF' = AC. Use (LAL) e o Teorema do Angulo
Externo para mostra que F' = F', eliminando os casos A — F' — F e
A—F—F']
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Proposigao 3 (Triangulos Isosceles). Dado o triangulo AABC, vale
a equivaléncia AB = AC se, e somente se, ZBAC = ZABC. Tais
triangulos sao chamados de isosceles.

Demonstracao. Temos que mostrar duas implicagoes.

\/b 5
S

ALA ’ LAL

(1) ZABC = ZACB = AB = AC'|: Dado que ZABC = ZACB, e
BC = BC, por ALA, AABC = ANACB e, portanto, AB = AC.

(2) AB= AC = /ABC = ZACB| Como AB = AC e /BAC

ZCAB (na verdade, sao exatamente iguais), por LAL, AABC
ANACB. Dai, ZABC = LZACB.

Rl

2. As DESIGUALDADES

A primeira desigualdade, da qual as outras vao ser consequéncias é
a seguinte.

Desigualdade 1 (Teorema do Angulo Externo). Dado o triangulo
ANABC, seja F tal que A — C — F. Mostre que ZABC < ZFCB e
/BAC < ZFCB.

Demonstracdo. Seja E o ponto médio de BC. Seja D, tal que A—E—D
e AE = DE. Pelo exercicio anterior e (LAL), AEAB = AEDC.
Como D € int(£LFCB) e ZABC = ZBCD, tamos que ZABC <
/FCB.

Agora, tome E’ o ponto médio de BC, etc, e conclua que ZBAC <
/FCB. O

Uma consequéncia imediata dessa desigualdade é o seguinte.
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Exercicio 2. Mostre que a soma de dois angulos internos de um tri-
angulo ¢ sempre menor que dois angulos retos.

Desigualdade 2. Dado o triangulo AABC, se BC' > AB, entdo
/ZBAC > /ZBCA (“o maior angulo é oposto ao maior lado”). Reci-
procamente, se ZBAC > /BCA, entdao BC > AB (“o maior lado ¢
oposto ao maior angulo”).

Demonstracdo. Suponha que BC' > AB. Seja D, tal que B— D — C
e AB = BD. O triangulo AABD é isosceles e ZBAD = /ZBDA.
Como B — D — C, B esta no interior do angulo ZBAC' e, portanto,
/BAD < /BAC. Pelo Teorema do Angulo Externo, aplicado ao tri-
angulo AACD, temos que ZACB = ZACD < Z/ADB = /BAD <
/BAC.

Para a reciproca, mostramos indiretamente por contradicao. Que-
remos mostrar que se ZBAC > /BCA, entio BC > AB. As-
sim, suporemos que ndo valha a desigualdade BC' > AB (ou seja, ou
BC = AB, ou BC' < AB) e concluiremos que nao valera a desigualdade
/BAC > ZBCA (ou seja, ou ZBAC = ZBCA, ou ZBAC < ZBCA).

Se AB = AC, entao o triangulo AABC é isosceles e, portanto,
/BAC = /BCA. Se AB > BC, a primeira parte da demonstracio
aplicada, com as devidas modificacoes nos nomes dos pontos, nos da
que ZBAC < Z/BCA. O

Um caso particular simples, mas ttil é o seguinte. Ele decorre ime-
diatamente do Teorema do angulo Externo e da Desigualdade 2.

Exercicio 3 (Triangulos retangulos). Dados o triangulo AABC' com
ZABC reto, e ponto D, tal que B—C'— D, entao valem as desigualdades
AB < AC < AD.

Uma consequéncia imediata desse exercicio é o seguinte.
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Exercicio 4. Dados o triangulo AABC com ZABC reto, e ponto
E # B, tal que AC = AFE, entao o ponto E estd no mesmo semiplano

de origem a reta que contém o ponto A.

Desigualdade 3. Dados os tridangulos AABC e ADFEF, tais que
AB = DE, AC = DF, vale a equivaléncia ZBAC > ZEDF se, e
somente se BC' > EF.

Demonstracao. Dividimos a demosntracao em duas implicagoes.
(1) ZBAC > Z/ZEDF = BC > EF|. Seja F' o ponto do semiplano

de origem a reta j@ que contém o ponto C' e tal que AABF' =
ADEF.

Suponha que ZBAC > ZEDF = ZBAF'. Dai, o ponto F’ devera
estar no interior do angulo ZBAC. Dai, o ponto F’ pode estar no
exterior de AABC, ou B — F' — C, ou no interior desse triangulo. (Na
figura abaixo, sdo os pontos FY, F} e Fj, respectivamente.)

A

O caso em que B — F' — C' é trivial, pois EF = BF' < BC.
Nos outros dois casos usamos a Desigualdade 2 ao triangulo ABCF’.
Observe que o triangulo AACF" é isosceles, com LACF' = ZAF'C.
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No caso em que F” esta no exterior deo AABC, temos que ZBCF' <
LACF = ZAF'C < Z/BF'C. A Desigualdade 2 no AACF’ nos da
EF = BF' < BC.

No caso em que F’ € int(AABC), o angulo ZBF'C & maior que
o suplementar do angulo ZAF'C' (que é agudo) e, portanto é obtuso.
Dai ZBF'C' é o maior angulo do ABF'C e a Desigualdade 2 implica
que BC > BF' = EF.

(2) BC > EF = /BAC > ZEDF|. Aqui podemos argumentar por
contradi¢ao, assumindo que nao vale a desigualdade /BAC' > /EDF
(ou seja, ou LBAC = ZEDF, ou ZBAC < ZEDF) e mostrando
que ndo vale a desigualdade BC' > EF (ou seja, ou BC = EF, ou
BC < EF).

Se /BAC = ZEDF, entao por LAL AABC = ADEF e, portanto
BC =EF.
Se /BAC < ZEDF, o mesmo argumento da primeira parte da

demonstracao, com as devidas trocas de nomes, implica que BC <
EF. O

Com essa desigualdade, somos capazes de mostrar o critério LLL
(Lado-Lado-Lado) de congruéncia de triangulos.

Proposicao 4 (LLL). Dados os triangulos AABC e ADEF, se AB =
DE, AC = DF e BC = EF, entao NABC = ADEF.

Demonstracao. Pela Desigualdade 3, nao sao possiveis os casos em que
/BAC < ZEDF e nem /BAC > ZEDF. Sobra somente o caso
/BAC = ZEDF e, dai, por LAL, NANABC = ADEF. U

A Desigualdade 3 compara tamanhos de dngulos com de seus lados
opostos, quando mantemos constantes os tamanhos dos lados adjacen-
tes. Vamos analisar agora o que acontece com um dos lados adjacentes
se forem mantidos os tamanhos de um dos lados adjacentes e do lado
oposto. Vamos dividir em duas situagoes.

Desigualdade 4. Dados os triangulos AABCy, ANABC, e AABCs,
tais que BCy = BC, = BC,, se LACyB for agudo, ZAC,B reto e
ZACYB obtuso, entao ACy > AC, > AC,.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que os pon-
tos Cy, C e Cy estejam no mesmo semiplano de origem a reta AB.
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O Exercicio 4 acima implica que os pontos Cy e (5 estao no interior
do angulo ZBAC,. Se o ponto C; estiver no interior do triangulo
AABCY, entao o angulo ZAC;B tem que ser obtuso (e, portanto, j =
2). De fato, se prolongarmos o segmento B_Cj até encontrar o segmento
AC, em um ponto D, aplicamos o Teorema do Angulo Externo aos
triangulos ABC1D e AADC};, obtendo as desigualdades ZBC1A <
ZBDA < ZBC}A. Se o ponto Cj, estiver no interior do angulo ZBAC)
e no exterior do triangulo AABC], entao o angulo Z/BCyA devera
ser agudo, pois o triangulo ABC.C}, é isésceles com angulos agudos
/BC,Cy = Z/BCyC, > ZBC} A e, portanto, k = 0.

O triangulo AAC;Cy tem angulo obtuso ZAC1Cy (os outros dois
sao necessariamente agudos). Pela Desigualdade 2, vale a desigualdade
A_Cl < mo.

O triangulo ABC,Cy é isésceles com angulos /BCCy = ZBCyCh
agudos. Seu suplementar ZC1C5D (o ponto D é 0 mesmo que apareceu
antes) deve ser obtuso. Mas D esta no interior do angulo ZACyCY |,

que também devera ser obtuso. Assim, pela Desigualdade 2 aplicada
ao triangulo AAC;Cy implica que ACy < AC. O

Agora vamos aproveitar isso para comparar tamanhos de lados de
triangulos nos casos em que sao fixos os tamanhos dos lados adjacente e
oposto ao angulo em questao. Vamos dividir em dois casos para facilitar
a demonstracao, onde comparamos dois angulos obtusos e depois dois
angulos agudos.

Atencao para uma sutileza aqui: os enunciados pressupoem que um
triangulo retangulo também é dado, que é usado apenas como constru-
¢ao auxiliar. Sua existéncia depende do Postulado da Continuidade,
que ainda nao foi apresentado.

Desigualdade 5. Dados os tridngulos AABC,, AABCy ¢ AABCY,
tais que BC, = BCy = BC;, com o angulo ZAC B reto, se os angulos
LACLB e LZACyB forem obtusos e ZACLB < LAC,B, entao ACH <
A_CIQ < ml.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que Cy, Cs

e C) estao no mesmo semiplano de origem a reta AB. Ja sabemos que
os pontos Cy e CY) estdao no interior de AABC).

Ci

A B

Prolongamos os segmento ml até encontrar AB em um ponto
D. Aplicamos o Teorema do Angulo Externo aos triangulos AAC,C e
ABC,CY e concluimos a partir da desigualdade ZACYB < ZAC,B que
o ponto Cj estd no interior do tridngulo AABCY. Mas, dai, ZABC, <
ZABC) e, pelas Desigualdades 3 e 4, valem as desigualdades AC, <

AC, < AC). 0

Desigualdade 6. Dados os triangulos AABC (com ZACB reto),
NA'BC e NA"BC, tais que m; = m”, se os angulos ZACLB e
LACyB forem agudos e ZA"CB < ZA'CB, entao AC < A'C < A"C.

Demonstracao. A hipotese ZA"CB < LA'CB < ZACB significa que
o ponto A” estd no interior do angulo ZBCA’. Em particular, isso
significa que os pontos A’ e B estdo em semiplanos opostos de origem
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Sl

a reta C'A”. Mas isso também implica que os pontos A” e C estao em

semiplanos opostos de origem a reta BA’. Isso significa que ZOCBA" <
ZCBA". Pelas Desigualdades 3 e 5, concluimos que AC < A'C’ <
A"C. O

Por fim, juntamos essas trés ultimas desigualdades em um enunciado
s0.
Desigualdade 7. Dados os triangulos AABC e ADEF, tais que
AB = DFE e AC = EF, sao equivalentes:

(a) ZABC < ZDEF;
(b) EF < BC.

Demonstracao. Temos duas implicagoes a serem mostradas.

(a)=(b): a hipotese LZABC < ZDEF pode ser quebrada em varias
situacoes: ambos os angulos agudos ou obtusos, um angulo reto e o
outro agudo ou obtuso, e um agudo e o outro obtuso As Desigualdades
4, 5 e 6 implicam que EF < BC.

(b)=-(a): essa implicac¢ao pode ser mostrada indiretamente por con-
tradicao. Assumimos que nao vale a desigualdade ZABC < /DEF
(ou seja, ou LZABC = ZDEF, ou ZABC > ZDEF) e concluimos que
nao pode valer a desigualdade E EF < BC, ou seja, ou EF = BC (que
decorre de LAL), ou BC' < EF (que decorre da implicacdo (a)=(b),
com as devidas modificagés nos nomes dos pontos). U



