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MATO0130 - Equacgoes Diferenciais e aplicagoes

2a. Lista de Exercicios - 20. semestre de 2020

Determine se o par de fungoes dado é linearmente independente ou linearmente dependente:
(a) f(t) =2, g(t) =1 — 5t
(b) f(x) = eMcos(ut), eMsen (ut), p#0
(©) fla) = ¥, D
(d) flx)=2% f(z)=|zf

Verifique que y1(t) = 1 e ya(t) = t'/2 sdo solugdes da equacio diferencial yy” + (y')? = 0 para
t > 0. Depois mostre que y = ¢1 + cot'/? nao é, em geral. Explique por que isto néo contradiz o
principio da superposicao.

A fungao y = sen(t?) pode ser solugio de uma equagao da forma y” +py’+qy = 0, com coeficientes
constantes em um intervalo contendo ¢ = 0?7 Explique sua resposta.

Encontre o Wronskiano do par de fungoes dado:
a) e?*, e3/2  b)cost, sent
c) e 2, te™?' d)cos’t, 1-+cos2t

O Wronskiano de duas funcoes é W (t) = tsen ?t. As fungoes podem ser linearmente dependentea
em um intervalo nao degenerado?

Se y1 e ya sa0 solugoes linearmente independentes de y” +p(t)y’ +¢(t)y = 0, mostre que as fungoes
Y3 =y1 + Y2 € Y4 = y1 — Y2 formam também um conjunto linearmente independente de solugoes.
Reciprocamente Se y3 e y, sao solugoes linearmente independentes, mostre que as fungoes y; e
yo formam também um conjunto linearmente independente de solugoes.

Se y1 e Y2 sdo solugoes linearmente independentes de y”’ + p(t)y’ + ¢(t)y = 0, determine sob que
condicoes as fungoes y3 = ay; + bys e y4 = cy; + dyo formam também um conjunto linearmente
independente de solugoes.

Mostre que se y; e ys se anulam no mesmo ponto de um intervalo I, entao nao podem formar
um conjunto linearmente independente de solugoes nesse intervalo.

Mostre que se 1 € Y2 atingem maximo ou minimo no mesmo ponto de um intervalo I, entdo néo
’
podem formar um COIlqultO linearmente independente de solugées nesse intervalo.

Mostre que as fungdes f(t) = t* e g(t) = t2|t| sdo linearmente dependentes em 0 < t < 1 e
em —1 < ¢t < 0, mas nao sao linearmente dependentes em —1 < t < 1. Embora f e g sejam
linearmente independentes neste intervalo, Mostre que W( f, g) é nulo neste intervalo. f e g podem
ser solugoes de uma equacao linear de segunda ordem com coeficientes continuos em —1 < ¢t < 17.

Use o método dos coeficientes a determinar para encontrar a solugao geral das equagoes:
(a) y// _ y/ _ 2y = 42

(b) y// _ y/ _ 2y — 6390

(¢) ¥ —y — 2y =sen2zx
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(d) ¢y — 6y" + 11yt — 6y = 2xe™*

) Use o método da variagdo dos parametros para encontrar a solugio geral das equagoes:
(a) y// _ y/ _ 2y — €3m
(b) &+ 4x = sen 22t

(c) y® =5z
) Ache a solugdo geral de cada uma das equagoes diferenciais seguintes.

(a) " +3y" —y' =3y =0 (b) " +5y" — 8y’ — 12y =0

(c) 4y +12y" 49y =0 (d) 4" + 6y + 13y = 0

(e) 2y +y" =8y —4y =0 &)y +3y" +y +3y=0
(f) y® —y" =0 (2) y® —8y" + 16y = 0

(h) y<4 + 18y” +8ly =0 (i) 4y — 8y — " +2y =0
G)yW+y"+y" =0 (k) y® =0

0y y(“) A" +6y" —4y' +y=0  (m)y® + 29"+ =0

) Dé a forma do candidato a solugao particular prescrito pelo método dos coeficientes a determinar
para cada uma das equagoes abaixo.
(a) " —2y" +y = a3 + 2¢° (b) y"" —y =ze " 4+ 2cosx
(c) y® — 2y +y =e® + cosx (d) y™® + 2y = cos(2x) + ze* + 4

(e) y® —y" —y" +y =2+ 4+ xcosz (f) y® + 29" + 4y =2ze " + e Tcosx

(15) Equagoes redutiveis a primeira ordem: Alguns tipos de equagoes de segunda ordem podem,

ap6s uma mudanga de variavel, passar a ser de primeira ordem e assim resolvidos pelos métodos
conhecidos.

CASO 1: Varidvel Dependente Ausente: Se na equacio y néo estiver presente, fazemos
z =1 e assim como 3" = 2/, a equacao passa a ser de primeira ordem.

Ex: zy” — 1y = 322; se z = 3/ temos a equacio xz’ — z = 32,

(a) Resolva por esse método as equagoes:

() zy” —y = 32° 2)zy =y + ¥)?
(3) 2%y =22y + () (4) 2y +zy +1

CASO 2: Variavel Independente Ausente: Se a varidvel x nao estiver presente explicita-
mente na equacao, introduzimos uma nova variavel dependente u, fazendo 3’ = u, e adotamos y
como varidvel independente, temos entao para u = u(y),

du dudy du
= —= —— = U—

de  dydx dy
e, fazendo a substituicao, a equagao se transforma em duas equacoes de primeira ordem.

Ex: y” +y—05etransformaemu +y=0 e u=3%
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(b) Resolva por esse método as seguintes equagoes:
My" +4y=0 2)y" -9 =0
(3)yy" + () =0 Doy =v*y + ()



(¢) Encontre a solugao particular

(1) (2 +2y')y" + 22y’ = 0; y'(0)=0; y(0)=1.

1
@) vy =v"y + ) y0)=—5; y(0)=1.
(16) (Método da reducao de ordem) Suponha que y = y;(t) seja uma solugao nao nula da equagao
(1) §+p)y+a(t)y =0.

Mostre que
¢
exp (=P(s))
ya(t) = yl(t)/ ————~ds
y1(s)?
onde P(t) é primitiva de p(t), é outra solugao de (1) e que {y1,y2} ¢ linearmente independente.

(17) Verifique que cada uma das fungoes entre paréntesis abaixo é uma solu¢do da equacdo que a
precede e use o método da redugao de ordem para encontrar a solugao geral das seguntes equagoes:

a) (1—t2)ij+ 2ty —2y =0 (y1(t) =1)
b) §— pd g+ 2y =0 (yu(t) =t+1)
c) § — Aty + (4> - 2)y =0 (1(t) =€)
d) (1—#*)§ -2ty +2y =0 (yi(t) = 1)
e) (1+t)j—2ty+2y=0 (y1(t) =1)
f) (1 —t2)jj—2ty+6y=0 (y1(t) = 3t2 — 1)
8) §j+ 4ty + (4% + 2)y = 0 (pr(t) = %)
h) § — (2sec?t)y =0 (y(t) = tgt)
i) §— - 2y =0 (1 (t) = ¢*)

(18) Sabendo que a equacao tij — (1 + 3t)y + 3y = 0 tem uma solugao da forma e, para alguma
constante ¢, determine a solugao geral.

(19) (a) Mostre que t" é uma solucao da equacdo de Euler
24 + aty + Py = 0, t>0

se e somente se 2 + (o — 1)r + 8 = 0.
(b) Suponha que (o — 1)? = 4. Usando o método da reducao de ordem, prove que t(!=)/2Int¢
é uma segunda solucao da equagao de Euler.

(20) Determine a solugao geral de cada uma das seguintes equagoes:
a) 2+ 3ty+y=0 b)t*j—ty+y=0
c) t2jj — 4ty +6y =0 d)t%j—3ty+5y=0

(21) Determine a solugao da equagao

que satisfaz as condigdes iniciais y(1) =1 e g(1) = 0.

(22) Sabe-se que a equacio t2§j — 2y = 0 tem solucdes da forma y(t) = t", para algum r. Usando essas
solucoes, ache a solucdo geral de t2§ — 2y = 2.
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(23) Sabe-se que y; = 3e! + e,y = Tel + e’ e y3 = bel + e + e’ sdo solugdes de uma equacio
linear de 2a. ordem L[y] = g(t). Determine a solu¢do do problema de valor inicial

Liyl=9g@) , y0)=1 , g(0)=2.

(24) Resolva cada um dos problemas de valor inicial:
(a) 3j+4y+y=e"! sint y(0) =1, y(0) =0,
(b) 4+ 4y +dy = /2", y(0) = y(0) = 0,
(Cg i — 39+ 2y = VIF T, y(0) = §(0) = 0,

(d) 4—y=f(), y(O)—y(O) 0.



