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H3 ma urna com bolas idénticas no tato, mas pintadas de duas
cores diferentes: branca e preta. Denoto por p a proporcdo de
bolas pretas. p é desconhecido e desejamos estima-lo com base no
resultado de amostra de n bolas retiradas da urna ao acaso e com
reposicdo. Aqui n n3o é um valor desconhecido. E uma notacao
genérica para o valor a estabelicido antes de fazer a amostra. A
notacdo genérica para o resultado de amostra é

X1, X0, .y Xn (1)

onde x; representa a cor da i-ésima bola retirada. A representacdo
pode usar qualquer codificacdo cdmoda, mas, com a vista nas
necessidades e comodidades dos argumentos futuros, serd adotada
a seguinte codificagdo especifica
. { 1, caso a i-isima bola da amostra for preta 2)
"1 0, casoa i-isima bola da amostra for branca



Abaixo estd um exemplo da amostra que pode surgir como
resultado de retirada de n = 20 bolas:

e 06 e 00000600 e0O0 e e eo0 e o0 (3
Os valores da sequencia x que representa essa amostra sao assim:
1,0 1,1101,001,0100,1,1,1,0,1, 0 (4

As notacdes a serem usadas: n - o tamanho de amostra, k - a
quantidade de bolas pretas na amostra: No caso do exemplo acima
apresentado, n = 20, k = 11.

Com isso, % é a proporcao amostral de bolas pretas. E natural que
a propor¢dao amostral seja tomada como a estimativa pontual para
a proporcdo populacional, quer dizer, para p. Vamos aceitar tal

estimacdo sem dar amiores explica¢des e justificativas.



Nosso objetivo atual é analizar qual longe o valor estimado (p)
pode estar em relagdo a sua estimativa

k  xi+x+-+xp

n n




Na perspectiva de “vai acontecer”, tem-se que

X — 1, com probabilidade p
"1 0, com probabilidade 1 — p

e que
X1, Xo, ..., X, sdo independentes entre si
Consequentemente
S = (X2 +Xo 4+ Xn) ~ Bin(n, p) (6)

(embora ndo sabemos o valor de p, podemos alegar (6)).



Vamos usar as propriedades reveladas na transparéncia anterior

para calcular a probabilidade do intervalo
b
——&—+te€

n n

conter p; aqui, € é um parametro.

Ent3o, o objetivo atual é calcular
) S
P{pe [—5,+5]}
n n

Recordo: S = (X1 + Xo+ -+ X,).

(7)



Em conta abaixo usaremos que a — ¢ < b < a+ ¢ se e somente se
b—¢e < a<b+e, para quaisquer a, b € R.

P{5—£§p§5+5}
n n

= P{n(p—e)

Substituo S por Y ~ N (np, np(1 — p)) (é aqui que usamos fato
que X ~ Bin(n, p)), e depois faco a padronizagdo:

~ P{n(p—e)<Y <n(p+e)}

P{— ne < Y —np < ne }
Vnp(L—=p) = /np(1—p) ~ \/np(1 - p)

ne ne
P{_\/np(l—p) == v np(1 —p)}



Interpretagdo (do ponto de vista de “antes de fazer amostra”): o

intervalo aleatdrio
S S
——&,—+¢€
n n
acertara o verdadeiro valor de p com

P{\/np(l—p) =4= x/np(l—p)}

isto €, com
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Cada uma acarreta intervalo [% — 0,15, % +0,15] (com “seu”
valor de k). Tais intervalos podem ser separados por bons (os que
acertaram p) e ruins (os que ndo acertaram).




A quantidade de intervalos no saco ruim é

0,15 0,15

/ 1p /P(lp)

enquanto que a quantidade de intervalos no saco bom é

0,15 0,15

\/T\/T



Tem-se uma amostra sé:

e O e ¢ ¢ O ¢ O O @€ O @€ O O e o o O o O

para a qual k = 11, e portanto, o intervalo correspondente
(recordo, € = 0,15) é

11 11
55~ 015, 55 +0.15| = (0.4, 0,7]

o que pode-se dizer acerca dele “acertar’ o verdadeiro valor de p?



%

A probabilidade dele n3o acertar é a probabilidade dele ter vindo
do saco de intervalos ruins, que é

015 0,15

p(1—p) (1 p)
\/ 20 \/ 20
enquanto que a probabilidade dele acertar é a probabllldade dele

ter vindo do saco de intervalos bons, que é

0,15 0,15

lp 1p
20

Vamos chamar a segunda probabllldade de coeficiente de
confianca que seu intervalo possui.



A resposta é bonita, mas depende de p, cujo valor é desconhecido

(recorde o objetivo final de tudo que estamos fazendo é achar uma
maneira boa de estimar p e, se possivel quantificar sua bondade).

e colocar % determinado pela sua amostra, no lugar do
desconhecido p; had cdlculo que mostra que tal substituicdo nao
afeta significativamente o resultado final. Isto é, o valor do
coeficiente de confianca do itervalo estd expressado por




. o k
O intervalo de estimagdo tem o formato |— —e, —+¢
n n

A cada intervalo de estimac3o atribui-se seu
coeficiente de confianca que interpreta-se
pela probabilidade do intervalo captar p;
Coeficiente de confianca serd denotado por +.

~ e € vinculam-se um a outro via a seguinte férmula
(abaixo Z ~ N(0,1)):

,onde z>0¢étalquey=P[-z< Z <Z],

segunda parte

primeira parte

a férmula vale para valores suficientemente grandes de n;

assumiremos implicitamente tal qualidade de n.



S30 os seguintes trés tipos de problemas que vocé deve aprender a
resolver:

Quando a amostra estd conhecida (n e k estdo conhecidos), hd
problema de clacular o coeficiente de confianca para um dado valor
de margem de erro, e ha outro problema que é calcular a margem
de erro para um dado coeficiente de confianca.

As férmulas sdo assim:

dado ¢ calcule z = ——————= e obtenha y =P [-z < Z < 7]




O terceiro tipo aplica-se a situa¢do quando a amostra ainda n3o foi
feita. Nesse caso o problema é achar o valor minimo de n que
garante que quando formos fazer amostra de tamanho n, ent3o,
com o resultado dessa amostra, poderemos construir intervalo de
confianca cujo coeficiente de confianca é de no minimo um dado
valor v e cuja margem de erro é de no maximo um dado valor &.

O tamanho minimo de amostra (nmin) a ser feita para garantir que
para qualquer resultado (k), a desconhecida propor¢ao
populacional (p) possa ser estimada com a margem de eror de no
maximo ¢ e o coeficiente de confianga de no minimo ~ fixados
antemao, determina-se pelas seguintes férmulas:

2 : .
Nmin = Mp (£)° caso for conhecido apriori que p (8)
pode estar somente no conjunto D; neste caso

Mp = 1 x);
D r;\ea{)(x( X); (9)



em particular, se nenhuma informacao acerca de p estar disponivel,
entdo D = [0, 1], max,¢po,11 (1 — x) = 0,5(1 - 0,5), e
consequentemente

Pmin = 0,5(1 — 0, 5) (2)2 — 0,25 (g)z (10)

Em todas as férmulas, z € um ndmero positivo tal que
v=P[-z< Z <z], com Z ~ N(0,1).



Suponha que decidi por n = 100. Ao fazer meu experimento,
observei 20 bolas pretas. Suponha que decidi por € = 0,03. Ent3o,
o intervalo de confianca resultante é

[0,2—0,03; 0,2 +0,03]

e o correspondente coeficiente de confinaca é

_ <Z<
/100 0,2(1 —0,2) /100 0,2(1 - 0,2)

=P{-0,75< 7 <0,75} = 2(A(0,75) — 0,5)
=2(0,7734 — 0,5) = 0,5468 ~ 0, 55

{ 100 - 0,03 100 - 0,03 }
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