Exercicios - Calculo IV - Aula 8 - Semana
13/10 - 16/10
Séries de Poténcias

(e 9]
Considere uma série de poténcias E cn(x — x9)" com intervalo de con-

n=0

vergéncia I. Entao a série define uma funcao f : I — R dada pela soma da

série, isto é, f(z) = g cn(x — x9)". Os seguintes resultados mostram que f
n=0

é continua, derivavel e integrével no intervalo aberto |zg — R, z¢ + R[, onde

R é o raio de convergéncia, e mostram como calcular a derivada e a integral

de f. As demonstragoes estao na apostila da Janete.

o
Teorema 1 Seja f(x) = ch(x — xo)" com raio de convergéncia

n=0
R # 0. Entao esta fungdo € infinitamente derivdvel no intervalo |xo—

R,xo+ R| e para cada k > 1 a derivada de ordem k de f(x) serd

% Z cn(x—10)" = Z[n(n—l)(n—2) o (n—=(k=1)]ea(x—x0)"F

todas com raio de convergéncia R.

Exemplo 1 Sabemos que

= 1
f(:v):E x”zl— para |r|] <1=R
-z
n=0

1



Derivando a série e usando o Teorema 1 acima temos

f(z) = a—or an = 1422432%+ - +na" - para x| < 1,
f(x) = a—ap Zn n—1)2""?=2+322+4.32*+--- para |z| <1,
" 2.3 = n—3 2
-z
n=3
para |z| < 1.

Teorema 2 (Continuidade de uma série de poténcias) Seja f(z) =

Z cn(x — x0)" com raio de convergéncia R # 0. Entao f(x) € uma
n=0
fungdo continua para x €|xy — R, xo + R].

Teorema 3 (Integral de uma série de poténcias). Seja f(x) =

ch(x — x)" com raio de convergéncia R # 0. Entao para todo
n=0
intervalo [a,b] Clzg — R, zo + R[ temos

/abf(x)dac:/ chx—xo "dx—Z/ cn(x — x0)"dx

Em particular para todo x €|xy — R,z + R[, uma primitiva de f(x)

serd .
- / f(t)dt = Z
0 :0

cujo raio de convergéncia também € R.
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Exemplo 2 Trocando-se x por —x na série geométrica obtemos

oo

Z )z para | —z| = x| <1

n=0

1—|—x

Integrando e usando o Teorema 3 temos

! = (=1)"
/Ol—Hdtzln|1+:E|:1n(1+x):Z( >x"+1 para |z| < 1.

n+1

n=0 +

Observe que o intervalo de convergéncia desta série é I =] —1,1].
Teorema 4 Seja f(x E cn(x — x0)" com raio de convergéncia

R # 0. Se a série converge em x = xo+ R entdo f(xg+R) = Z cn R,

ou seja, f € continua em xo+ R. Idem para x = x¢ — R.

Exemplo 3 Vimos no exemplo acima que In(1+x) Z "t Como
n=0

. B : =D

a série converge para x = 1, seque do Teorema 4 acima que In2 = Z — =
—n+t 1
i n+1
n=1
> 22 28

Exemplo 4 Se]af(ac)zzm—l—l—x—i-g—i—g—k . Como o raio de

n=0
convergéncia da série € infinito, esta funcao estd definida para todo x € R .

Derivando temos:

N 2r  3x? _ x? "
f(x)—;mx =14+t gt 1+x+2,+ Xgm_f(x).



xT

Logo f ¢é solugdo do sequinte P.V.I.: y —y =0, y(0) = 1. Como g(z) =€
[o¢] xn
também € solucao deste P.V.I. podemos concluir que e* = E — para todo
n!
n=0
r € R, pois todo P.V.I. tem solucao unica.

Exercicio 1 Calcule a soma de cada uma das sequintes séries, bem como
seu intervalo de convergéncia:

(@) o+ 2 +8 + T

(b )x+2x*+32%+- - +na" +---

Exercicio 2 Determine uma série de poténcias para representar f(x) em
cada caso e dé o raio de convergéncia:

1 1 x? r?+1

a)l—i—a:Q b)(1+$)2 C)l—x2 d)a:—l

e) 5 f) ’ e ®  h)senh(x)
20 +5 23 Y



