Aula 08 - Probabilidade

Probabilidade
Medida de incerteza em termos de escala numérica.

Experimento Aleatério

sao experimentos que, quando repetidos em condi¢cdes similares, dao
resultados geralmente diferentes.

Exemplos:

e Cruzar dois animais e observar o sexo do primeiro que nascer;

i x €}
p 3

@ Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima;

ou

@ Lancar duas moedas e observas as faces voltadas para cima;

@ Colocar 20 sementes em um @ Observar uma amostra dtho
germinador e contar, apds mates quanto ao nimero de
determinado tempo, o nimero tomates com defeitos graves;

de sementes germinadas;
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@ Coletar uma amostra de 100 @ Medir a producao de uma
tilapias de um lago e observar parcela de cana-de-aclcar;
o numero de fémeas;

@ Medir a altura de uma arvore;

Y

Espaco Amostral

€ o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento. Cada um de
seus elementos chama-se ponto amostral.
Notacao: Q.

Os espacos amostrais podem ser discretos ou continuos.

e Um espaco amostral é discreto quando podemos enumerar todos os
resultados do experimento;

o Um espaco amostral é continuo quando nao podemos enumerar todos
os resultados

Exemplos:

@ Cruzar dois animais e observar o sexo do primeiro que nascer;
9
0 = |/
J
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@ Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima;

2t

@ Lancar duas moedas e observas as faces voltadas para cima;
)

0~ ] (Cone. fono-] (Gano, 5199/, (5t oo 9, cnoo- §

@ Colocar 20 sementes em um @ Observar uma amostra de n to
germinador e contar, apés mates quanto ao nldmero de
determinado tempo, o nimero tomates com defeitos graves;

de sementes germinadas;

410,420} a=0,0 |

@ Coletar uma amostra de 100 @ Medir a producao de uma
tilapias de um lago e observar parcela de cana-de-aclicar;
o numero de féemeas;

fL=EOlM?‘~/M)f ﬂz(O,g@@O} k%

@ Medir a altura de uma arvore;

1[0, 6] -nla

Evento

Os eventos s3o subconjuntos do espaco amostral €2, ou seja, sdo conjuntos
dos resultados de um experimento.

Notacao: A, B, C,...

@ Observar o nimero de s(Lementes germinadas maior ou igual a 15

A= ;5[|Gl{:@zr6|\ﬂﬁlzag

Exemplos:

@ Observar a porcentagepw d/? germinacdo maior do que 80%
P "l . A j al
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@ Observar a porcentagem de germinacao maior do que 80%

b= (80,10
1= (0] i

@ Observar arvores com altura superior a 3 metros I
= (36w

@ Observar arvores com altura entre 3 e 6 metros

5) - Qgt(pl 4"@5\%

@ Evento certo: A= (.
Colocar 20 sementes no germinador e observar 20 sementes ou menos
germinadas.

e Evento impossivel: A = ().
Colocar 20 sementes no germinador e observar mais do que 20
sementes germinadas.

o Evento complementar: O complementar de um evento A é o @
junto de pontos amostrais que nao pertencem a A. Notacao: ‘4 ou

Ac o

a={io 6 6B 20}

A Observar o niimero de sementes germinadas maior ou igual a 15.

= QObservar o numero‘&e se entzs g‘etr/mlnaqas men?'{ ﬁ)ql’«? )
/

Uniao

A uniao de dois eventos A e B é o conjunto de todos os elementos
amostrais que estao em A, em B ou em ambos.

Notacao: AU B.

Jnozhfj\« . . maﬁfl.z‘gﬁsml
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b=1,

ﬁﬁﬁﬁ’?‘\ﬂ ﬁ\%@’_@@

Intersecao

A intersecao de dois eventos A e B é o conjunto de todos os elementos
amostrais que estao em A e estao em B.

Notacao: AN B.

Q

Eventos mutuamente exclusivos

Dois eventos sao mutuamente exclusivos se eles nao tém elementos

amostrais em comum, ou seja, se-AQ.B-=A, ou ainda, se eles n3o podem
ocorrer simultaneamente.

Q
Exemplo: Considere o experimento langamento de dois dados e a
observacao dos nimeros obtidos. Considere ainda os seguintes eventos:

A: Soma dos valores igual a 7;
B: Resultado do primeiro dado igual a 6;

C: Os resultados nos dois dados sao iguais;
D: Soma nos dois dados é 2;

Construir o espaco amostral.
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Construir o espaco amostral.

Espaco amostral.
e, o Q= {

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),

: : 'a AR - ,° (2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),

s Q/\ (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),

\ ‘ (4,1),(4,2), (4,3),(4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,/4),(5,5), (5,6)

K@\ ) (57 (4, 5) (ﬁ] (2 )(Q \Qﬁ (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)

= {((Dlgl@lz | (1313}[(%[’1 l((o\5} |((olﬂj “ﬂm)z G
C= {(1\1) | (9, 1)1@5] | ﬁﬁllﬁt )ICS‘S)J ((D@ %
b= {Q'L]E 1J= |

| ~ . =0
Quais eventos sdo mutuamente exclusivos? s

ﬂe@ ) ﬁ.&? | %bﬁ

Definicao Classica
Seja A C Q, entdo

na numero de resultados favorareis
P(A) = —

nQ nimero de resultados possiveis

@ Os resultados sdo equiprovaveis;

@ O espaco amostral é discreto e finito

Exemplo: No lancamento de dois dados honestos (resultados
equiprovaveis), calcular a probabilidade TOS@SEgUTtES eventos:

A: Soma dos valores igual a 7; ?m "% /Q\%
B: Resultado do primeiro dado igual a 6; 9(5\
C: Os resultados nos dois dados sao |gua|s (¢)= L

D: Soma nos dois dados é 2; @(,9) — @\OJZ:%

Pégina 6 de LCE0212-Estatistica CA



Definicao Frequentista

Outro método de definir probabilidade é o da frequéncia relativa. Pode-se
definir P(A) como o limite da frequéncia relativa da ocorréncia de A em n
repeticoes independentes do experimento, com n tendendo ao infinito, ou

@ Para n=10

certo limite.

Nidmero  Frequéncia
Gendtipo  de casos relativa
AA 1 0,10
Aa 7 0,70
aa 2 0,20
Total 10 1,00
@ Para n = 1000
Nidmero  Frequéncia
Gendtipo  de casos relativa
AA 263 0,263
Aa 495 0,495
aa 242 0,242
Total 1000 1,00
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experimento um certo nimero de vezes (n) e observar as frequéncias de
cada um dos gendtipos. Tal como:

seja,
.1, o - i :
P(A) = lim —(ndimero de ocorréncias de A em n repeticdes do experimento)
n—oc N
v

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporgdes de individuos de Ul\ R
genodtipo AA, Aa e aa, resultantes do experimento cruzamento de dois
individuos heterozigostos. Um primeiro procedimento seria realizar esse \ M fa

o AR O

@ Para n =100 i \Q-;{{m ﬂmﬂﬂ‘%
Ndmero  Frequéncia ror
Gendtipo  de casos relativa il (_Q) - 4
AA 29 0,29
Aa 48 0,48
aa 23 0,23 h-gh
Total 100 oo )‘: L

@ Paran—

Gendtipo  Probabilidade
AA 0,25
Aa 0,50
aa 0,25
Total 1,00

Quando n tende ao infinito (n — oo) a frequéncia relativa parece se aproximar de um

Chamamos esta propriedade empirica de estabilidade da frequéncia relativa.

Observamos que a forma pela qual a frequéncia relativa se aproxima do limite é bastante
irregular. O limite para o qual tende a frequéncia relativa é denominado probabilidade.



Exemplo: Suponha que o quadro seguinte represente uma possivel divisao
dos alunos do primeiro ano, da ESALQ, no ano de 1998. Supondo que um
aluno nao pode estar matriculado em mais de um curso ao mesmo tempo

e =0

Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agrénomica (A) Florestal (F) Agroindustrial (E)
Masculine (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

@ Considere o experimento escolha ao acaso de um aluno do primeiro
ano e verificar qual curso esta cursando e a qual sexo pertence
@ Considere ainda os seguintes eventos:

e H: ser do sexo masculino e A: estar cursando Engenharia
e M: ser do sexo feminino Agronomica

e F: estar cursando Engenharia
Florestal

e E: estar cursando Economia
Agroindustrial

Calcular as seguintes probabilidades:

- 15 03 % - & - 0354

° P(H) ™ 7% o P(A) 2

_ - 40 0510
o P(M) :10(957 hezes o P(F) 205 =0

7
e P(E) T 65 00%3

S Plina 160 =408
°P(ﬂ)“i% ! { ) 265

Curso (tﬂ (\F) '-"/Q

Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agrénomica (A) Florestal (F) Agroindustrial (E)

Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60 1? LQ 6\ —

Total 200 40 25 265

Calcular as seguintes probabilidades:

F) - f{alf )
°P“UF”g@giﬁggg} o raney =i = WO H

&07051
o P(HUA) “7 ) (4nd)

o P(HUM)- 1 *QJBQ, +O?‘5ém (G028
Ofwrp
o piay = AF] 1l 10+ Q0¥B= O US>

P(HAM > U
° ( m ) m -l‘-”l 1 al Al lA_ﬂ%r’/n\_]—
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o p(as) = AF)+Hg)- (15l + UTHe= =2

@? - Lot
]m):% (95 17 J MONA

Se A e B sao dois eventos do espago amostral 2, entdo valem as seguintes
regras bdsicas: &

e 0<PA<1

o P(0)=0e P(Q)=1
e P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
@ P(A)=1- P(A)

o P(HN M)~ 0

Propriedades

A
Se A e B sao-eventos mutuamente exclusivos, entao: O @
P(ANB) = J
P(AUB)ZSZLQ oo MW

/5

—

Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agrénomica (A) Florestal (F) Agroindustrial (E)

Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265 %Jl/

@ Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando Engenharia
Florestal (F), qual j a probabilidade dele ser do sexo masculino (H)? { ) 7&
c

J]p)= 8=ais00  #lsfel- 3%7" S

e Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino (M), qual é
a probabilidade dele estar cursando Engenharia Agronomica?

Plalvi)=40 _
m/ ) == Ooeet

@ Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso estar cursando
Engenharia Florestal (F) dado qU@ ele é do sexo feminino (M)?

V(F(Mjf-é%: 166}

Observe o seguinte...
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@ Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando Engenharia
Florestal (F), qual é a probabilidade dele ser do sexo masculino (H)?

P(H|F) = i—g =0, 7500
_ > _ P(HNF)
20 P(F)

@ Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino (M), qual é
a probabilidade dele estar cursando Engenharia Agronémica (A)?

40
P(AIM) = &5 = 0,6667

5 _ P(An M)

60
565 P(M)

@ Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso estar cursando
Engenharia Florestal (F) dado que ele é do sexo feminino (M)?

10
P(FIM) = — =0.,1667
% P(FN M)
= 205 —
S5t P(M)

_Plane)

Definigao de probabilidade condicional P(A|B) 47(6/ ?

Sendo assim...

Definicao
Dados dois eventos quaisquer, A e B, sendo P(B) > 0, definimos a
probabilidade condicional de A dado B, como sendo:

P(AN B)

PAB="p)
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T P(B) |

Observacio: F(Q 6] — f(ﬂ 6

7t
P(BNA) P(ANB)
PEA=" e )

Regra do Produto
P(AN B) = P(B) x P(A|B)
= P(A) x P(B|A)

Exemplo: Uma urna contém trés-botasbraticas e duasbolaspretas de

onde foram feitas duas extracdes de 1 bola ao acaso e sem reposicao.
Considere os seguintes eventos:

@ Bj: sair bola branca na primeira extracao
@ B5: sair bola branca na segunda extracao
@ Pj: sair bola preta na primeira extracao

@ P> sair bola preta na segunda extracao
J

Os eventos B; e B, sdo independentes?
Os eventos P; e P, sdao independentes? -

Os eventos P; e B, sao independentes?

Pede-se:

(a) calcular a probabilidade de sair b 37 ran ra xtgat;a? e
preta na segunda extracao; 47( ?\ J%@/ /E . 02%

(b) construir o espaco amostral e indicar as probabilidades associadas a

cada um dos pontos amostrais.
Pla)-3  #9,)-
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Exercicio: Consideremos 0 mesmo caso anterior, porém com reposicao
da primeira bola extraida antes da extracao da segunda bola.
Calcular as seguintes probabilidades:

~—

o P(B) <

= 7
o P(P,) ¢

o PBAB)  ©
ooy = 2
o P(B:|P1) ~ ¢
)
e P(P;|B1) 5
N
o P(PIP) ~ € ﬂg,/- /5
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Note que:
B> e B; sdo eventos independentes e que P(Bz|B1) = P(B>)

(

B> e P; s3o eventos independentes e que P(B»|P1) = P(B>)

P, e B; s3o eventos independentes e que P(P»|B1) = P(P>)
(

P, e P; sdo eventos independentes e que P(Pz|P1) = P(P»)

Generalizando,

se dois eventos, A e B, sao independentes, temos que

P(A|B) = P(A) ou P(B|A) = P(B)

Pela regra do produto de probabilidades:
P(ANn B) = P(B) x P(A|B)
= P(A) x P(B|A)

Independéncia

Dois eventos A e B s3o independentes se, e somente se,

P(AN B) = P(A) x P(B)

Observacao: Dois eventos sao mutuamente exclusivos se, e somente se,
P(ANB)=0

Teorema de Bayes

Exemplo

Temos trés profissionais: um engenheiro agronomo, um bidlogo e um
engenheiro civil. Cada um deles plantou dez mudas de dlamos em vasos
numa casa de vegetacdo. Sobreviveram nove das plantadas pelo
engenheiro agronomo, cinco pelo bidlogo e duas pelo engenheiro civil. Dos
trinta vasos, escolhe-se um ao acaso, e verifica-se se a muda sobreviveu.
Se ela sobreviveu, qual é a probabilida(leRde elr? ter sido plantada pelo

engenheiro agrbnomo? r\} ?Lﬂ S =

'} o

Sejam os eventos:
S: a muda sobreviver A: muda plantada pelo Engenheiro Agrénomo
B: muda plantada pelo Bidlogo C: Muda plantada pelo Engenheiro Civil

7(4) 31,6% - f (5\&}?% - gt
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8= 4 \5lg~ g,= 0
< _ -
1 % HEI, =01

- A
A= Pl o) o i< Js.41
WJMA@ Pls/. (8 #K/%PQ

—— =

?@J ?ﬁﬂﬂﬁj%(@%ﬂ “%5}

P15 = 70) Pl delplae)+ 7(clAsle)
((s)= V.00 + 13,05 + 4302

Viltardo
B Plals)- (25
/s % aMg‘a qw o

Generalizando...

Teorema de Bayes

Suponha que os eventos Ci, G, .. ., Cx formem uma particao do espaco
amostral, Q e que suas probabilidades sejam conhecidas. Suponha, ainda,
que para um evento A, se conhecam as probabilidades condicionais,
P(A|C;) para todo i =1,..., k. Ent3o, para qualquer J,

P 14) = — PAIGP(G) '* 1

S K, P(AIG)P(G) — —

Exemplo 2:
Um geologo com base em observacdes superficiais, estabelece que a probabilidade de




haver petréleo (evento A;) em uma area qualquer é 0,2. Em areas que sabe-se que ha
petroleo, realizou um teste sismico que pode resultar em trés resultados mutuamente
exclusivos B, C ou D e estima as seguintes probabilidades:

roin) =07 f0,) =00 0la)-0p

P(D|A;) =01
Nas areas em que nao ha petroleo (evento Ay), realiza 0 mesmo teste e determina:
P(B|A;) =0,1
P(C|A;) =04
P(D|A;) =0,5

O gedlogo realiza o teste sismico em uma area qualquer. Calcular as probabllldades

" ie res“"Té )+ lendy) Ky
olel= ¢ (8] 7h) v 7Bha).# (1

p= 03.04+ Al.o8

b) de r?\@rkierrojei na a%e(?l sa en]jo seiq_ue sa uo resJUIt??ﬂ,lEj B O)jr 011

Mole- agd M -
o 28] a0 5

Exemplo 3:

Uma 4gua € contaminada se forem encontrados bacilos tipo A ou tipo B e
C, simultaneamente. As probabilidade de se encontrarem bacilos tipo A, B
e C sao, respectivamente, 0,30, 0,20 e 0,80. Existindo bacilos do tipo A
nao existirao bacilos tipo B. Existindo bacilos tipo B, a probabilidade de
2 istirem bacilos tipo C é reduzida a metade. Calcular:

\O @ a probabilidade de ocorrer bacilos tipo B ou C ou ambos;

| /
Q mb;bmdade de ai )a 6ar Contamadjq@ 47\% ( W g

b (b2 [k K4

dnnel-0  lclt)- 04 P
\ | T ara) = <t 2Lk o)
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rAnpu =y flLiv)= Yl L

S w(@JMOHL@n@ 76)= 74 16 10
- : P(AIG)P(G)

% E KP(CJA)WZ“P(AC)P(C,)'
Pbic)- 1ley.?lcle

o) Oluant) = (R (o))
JQ@@N’J{?Q( 7loac)- 4.0k

Pl =z 02+ 008 — 0 flefol- 0pe

Exercicios:
1 Dados dois eventos B e C, tais que, P(B) = 0,6, P(C ,3e

P(B N QC;/(,] 0, 20, v7|f|qL;%BeCmW1
7~ 260

2. Uma empresa de telefonia celular possui duas maquinas A e B. 54% dos celulares
produzidos sdo fabricados pela maquina A e os demais pela maquina B. Nem todos 0s
celulares produzidos estdo em boas condicgdes. A proporcéao de telefones celulares

defeitu%éai)@p@agqs por A é dgﬂag}s_p:ooﬁlede 0,5.




celulares produzidos estdo em boas condigdes. A proporcéao de telefones celulares

defeitu%stﬁa}ag@;(@qs por A é dg&?@f_p:oojq@de 0,5.

A 6
0ah)=02  slore)-08 @

a) Qua}?iﬁffgbab& 'Ldﬁdﬁ ge)urq_telgfﬂg ﬁ%])lar daquela fabrica estar com defeito?
015)= 7(0)-plo10) + 718 7(gpe)
Igl= 0s4. 04 + G4 .05
7(2)- 0,338

b) Qual é a probabilidade de que, sabendo que um telefone celular esteja com defeito, ele

venhadﬁzﬂﬁwp)ﬁff? E?(my/ _ ?(A)Lﬂ“/y/ﬂ) — Q54¢QDZJ

p/ P\ 23 +4(8).¢ 36 ) (338

c) Qual é a probabilidade de que, sabendo que um telefone celular esteja com defeito, ele
venha da maquina B?

P/ p(p) = 7ol flop)  ~ O%. (s
(20 NP2+ 7(5) 4018 !@,358'

?(8/n)= (6805

3. Sabe-se que 2/3 dos minérios de uma pequena regido encontram-se em localidades de
dificil acesso. Nas localidades mais acessiveis (que ndo sao de dificil acesso), apenas 10%

dos minérios%em valor comercial. Nas localidades de dificil acesso, pesquisac&pes 0
estima {zi 0%;zdos minérios tenham vﬂ/pﬂ?e_c ércio.
filTRs 2%

/8 -0 9(v/Fe)=010

a) Qual é o percentual de minérios com algum valor comercial em toda a regiéo,

~rnncidorandn rAamn ~Arrata a actimativia Adne nacAtlicadnrac?
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a) Qual éﬁ percentuél de minérios com algum valor comercial em toda a regido,
cons?eilf\? (ig CW%C%%T? PTti@l}w’antiTxa %95( p %{I@ad?ﬁs;ﬂ )
‘F(\}Z: OfDZJ 4% + OJO@%

b) Qual é a probabilidade de que um minério sorteado ao acaso tenha vindo de uma
localidade 7ejiﬁcil acesZo dado que € um minério com valor comercial?

A= T080) - Fmefvis) - 0T
) ) Ao
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