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Lista II - Fisica II - Gabarito'

1) Subcritico: Para o caso em que 7? < 4w? temos a solugao mais geral da
forma

,}/2

x(t) = e % (Acos(wt) + Bsen(wt)) com w = \]wi — T (1)
Supercritico: O caso em que v > 4w?2 tem como solugao mais geral
vt + + ,}/2
Jl(t) =e 2 (Aeﬁ + Beiﬁ ) com ﬁ = Z — wg‘ (2)

Critico: O caso em que 72 = 4w? tem como solugdo mais geral
z(t)=e * (A+ Bt). (3)

Se 2(0) = xg e ©(0) = vy temos que essas constantes sao

—2v9 — YT

—2v9 — Tor/ V2 — dwo? — Y0 . B__2U0—$0\/’Y2—4W02+7$0

2¢/7% — 4wp? - 24/72% — dwy? ’

Critico: A=y ¢ B =1 (2094 vy20).

Subcritico: A=2y e B=—

Supercritico: A= —

Com isso podemos fazer os graficos das diferentes situacoes, onde as constantes
wq € 7y foram escolhidas arbitrariamente tomando o cuidado para respeitar as relagoes
caracteristicas em cada um dos casos. Foi tomado também zq =1 e vy = 2.
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Figura 1: Plots dos diferentes casos de oscilagoes amortecidas

Nos trés casos temos que z(t) — 0 para t — oo, e portanto as solugdes sao
transientes.

2)
R2
Subcritico: Para o caso em que — 7 C’ —— temos a solugao mais geral da forma
Q) = &5 (Acos(wt) + Bsen(u) LR
= e 22 (Acos(w sen(w com wW=4\|—— —=
LC  4AL%

Rt

= I(t) = Q(t) = ¢ 2L ((2BLw — AR) cos(wt) — (2ALw + BR) sin(wt)) .

2

Supercritico: O caso em que — < — tem como solugao mais geral

IC ~ 1L
R2
Qt) =e” 1) (Aeﬁt—i-Be Bt) com = 1Z " IC 0
= I(t) = e;L (A(2BL — R)e™ — B(26L + R)e ™).

2

Critico: O caso em que — = — tem como solu¢ao mais geral

LC 4L
Q(t) = e 2t (A + Bt)

2L( AR+ B(2L — Rt)).

= I(t) =



Lista II - Fisica II - Gabarito 3

O caso em que L = R*C /4 corresponde ao caso em que temos amortecimento
critico.

3)

A solucdo particular se d4 a partide de z(t) = Ae’“*?) com xp(t) = Im[z(t)] =
Asen(wt + ¢). Essas constantes vem da equagao diferencial que z(t) respeita, e
assumem os valores

F 1 - k
A==2 e qﬁztan_l(&z), com 7:ﬂew§:—

m (wd — w?)? + w?y?) Wi —w m m.

A solugao geral é dada por z(t) = xy(t) + zp(t), em que as solugdes homogéneas
Sa0
Subcritico: Caso em que p? < 4mk:

\/4mk—u2. (6)

2y (t) = e 3 (Beos(w't) + Csen(w't)) com o' = 5
m

Supercritico: Caso em que p? > 4mk:

pt \/ 2 4: k
ry(t)=e 2 (B’ + Ce™™) com B = A iy (7)
2m
Critico: Caso em que pu? = 4mk:

wy(t) = e #n (B+Ct). (8)

Para as condi¢oes iniciais 2(0) = 25 (0) + zp(0) = z e ©(0) = 5(0) + 2p(0) = 0
temos que as constantes sao

Ay sin(@) + 2Aw cos(¢) — v

Ar/7? — dwe? sin(@) + Aysin(¢) + 2Aw cos(@) — /7?2 — dwo? — v
B=_
2¢/7? — duwq?

O ~AVY? — dwy?sin(¢) — Aysin(¢) — 24w cos(¢) — /7* — dwp® +7

2 ”)/2 — 4&]02

Subcritico: B =1- Asin(¢) e C = —

Supercritico :

Critico: B=1-Asin(¢) e C = i(—Aysin(¢)—24Awcos(¢) + 7).
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4) Supondo que esse sistema é rigido e que a angulagao entre os fios é fixa em
60°, vamos considerar #; como o angulo entre a vertical e o fio da direita e 65 como
o angulo entre a vertical e o fio da esquerda, com 6, 4+ 05 = 60°.

102 163 l 0 3
L=K-U-= 71+71+mg§(00501+ CO; . —|—§sen91), (9)

com I o momento de inércia do fio em relacao ao eixo entrando no papel e que passa
pelo ponto de fixacao dos fios. Definindo o angulo 6 = 6, — 30°, as equagao de

movimento é /3 /3
[ [
g 39 =0 com w?="2 3. (10)

i
- 41 47

5) A solucao particular de de forma aproximada é

o sin (tan™' (22) + 2tw) 46w (3wsin (tan~! (22) + 2tw) + ycos (tan~! (32) + 2tw))
A 4y2w? + 9wt B (47w + 9w3)2 i

+5w2 ((8’73 + 90’)/<,u2) coS (tan_l (g_l) 4 2tw) + 162w sin (tan_l (32)_:}) X Qtw))

+ O (0w?).
(472w + 9uw?)? (6)

6)

Ao realizarmos uma transformacao nas coordenadas da forma
E, = E,cost) — E,senf) e E, = E,senf + E, cost

com

cospAB
tcm(Z@) = 2m,
obtemos a equacao da elipse
E;:Q El2
Y B—?jQ =1, (11)

com A’ e B’ obtidos a partir de

sen®(o) cos*0  sen*0 sen(20)\ sen?(¢) sen?0  cos*0 sen(20)
G _(A2 + [z — c05¢ ), —( yE + [z + cosg YV )
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O caso em que temos ¢ = 7/2 temos também ¢ = 0, e portanto temos uma elipse
com seus eixos alinhados aos eixos x-y. Se ¢ = 0 temos a partir da de definigao de
E, e E, que
B
Ey:ExZ’ com —A<E, <A,
e portanto a elipse se colapsa e temos uma reta com inclinagao dada por tan(26) =

QW. Se temos frequéncias diferentes os ciclos de oscilacao de E, e £, sao
diferentes, e portanto nao temos mais uma elipse, ainda que em alguns casos forme

uma figura fechada dependendo da relagao entre a frequéncias.

7) A solugao é dada por

z(t) — | = Acos(wt) + Bsen(wt) + %t, (12)
com as contantes determinadas a partir das condigoes iniciais
Vo (0%
A=x9—1 B=——-——. 13
o ‘ w  wk (13)

8)

(a) As equagoes de movimento sdo dadas por

2

miy = k(zy — 1) — mwiz,
miy = —k(zy — 1) — mwjies

(b) As sulugoes sao

x1(t) = Acos(wot + 61) + Beos(wt + 93) e xo(t) = Acos(wot + 61) — Beos(wt + ds).

A = \/ ¢1(0)2 + qig) ¢ 0 =tan™ (;(El((%)))
(14)
_ 2 92(0)2 — -1 —6(0)
|B| = \/Q2(0) T2 ¢ 0z = tan (UJQQ(O)) 7
onde
q(t) = zald) + 72(0) e qt) = M’ (15)
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6
(c) Para 21(0) = 0, 22(0) = xg, 21(0) = 0 e @9(0) = 0 temos
x x
A= 6i=0, B=- ¢ &=0
£ — w + Wy w — Wy
x1(t) = —xgsen 5 sen 5 (16)

W+ wo w — Wy
xz(t):xocos( 5 )cos( 5 ),

que podemos ver graficamente, no caso em que wy ¢ proximo a w como

0 20 40 60 80 100

Figura 2: Plots de x1(t) e zo(t).

9)

Podemos escrever as equacoes de movimento como

mil = k‘(l’g — ZL'1)
miig = —k(l‘g — l’l) + k(l’g — ZCQ)
mi’g = —]{7<.§L’3 — .’172)

Os modos normais sao solugoes do tipo z; = A;cos(wt+ @), em que w adquire valores

2 _ 3k

k
m m
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Os valores de A; associados a essas frequéncias sao, a menos de constantes mul-
tiplicativas,

Ay 1 I A -1 W% A 1
W=0<= A ] =|1]w=—= A ]|=|0 | Wi=—=|A]=]|-2
A, 1 m A, 1 m As 1

10)
(a) A equagdo de movimento desse corpo pode ser escrita como

m U(l’z, t) = k’(uiﬂ — 'LLZ) — ]{Z(’UHL — Uz;l)

(b) A equagao de movimento é dada por

OPu(w;,t)  kh? *u(xi,t) E@QU(xi,t)
oz m 0x2  p  Ox?

onde foram utilizadas as relagoes m = pSh e k = ES/h.



