MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

1. MATRIZES

Vamos denotar matrizes por letras maiusculas em negrito, como
A b, C etc. Lembremos que uma matriz m x n A é um arranjo
retangular de m X n elementos com m linhas e n colunas:

aip aiz -+ Qip
A — Q21 Ao -+ Qop
i Aml Ap2 - Qmnp i

Estaremos interessados principalmente em matrizes com entradas
a;; sendo numeros reais mas, para a teoria, especialmente para estudo
dos autovalores e autofuncoes, é mais conveniente considerar matrizes
com coeficients sendo, em geral, nimeros complexos. Vamos também
denotar por A = (a;;), a matriz A cuja entrada na i-ésima linha e
J-€sima coluna € a;;.

Dada a matriz A = (a;;), definimos

e A matriz n X m transposta A" = (a;;).

e A matriz m xn conjugada A = (a;;)., sendo (@);; o complexo
conjugado de (a);;.

o A matriz n x m adjunta A* = A" = (@j;).

Estaremos especialmente interessados em matrizes quadradas de
ordem n isto é matrizes com o mesmo nmero n de linhas e colunas e
matrizes com apenas 1 coluna ou vetores coluna.

Podemos definir diversas operacoes entre matrizes:
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e Se A = (a;;) é matriz m x n, e A € C. definimos a matriz
produto por escalar C = AA = (¢;;) = (Aai;).

e Se A = (a;;) e B = (b;;) sdo matrizes m x n, definimos a
matriz soma C = (¢;j) = (a;; + bij).

e Se A = (a;;) ¢ matriz m x [ e B = (b;;) é matrizes [ x n,

definimos a matriz produto m x n, C = (ci) = (D_; aijbjr).

(Vamos supor conhecidas as propriedades dessas operagoes).

A matriz identidade de ordem n I = d;; ¢ a unica matriz tal que
Al = TA = A, para toda matriz quadrada de ordem A. Nao ¢
dificil mostrar que d;; = 0;;.

Dizemos que a matriz quadrada de ordem n, A é nao singular ou
invertivel, se existe uma matriz de ordem n, A™!, denominada, a
matriz inversa de A; tal que AA™l = ATTA =1

Definimos o det A da matriz quadrada de ordem n, A = (a),;, por:

det A = Hgﬂi(—1)8(0>(aia(i))7

onde ¢ varia no conjunto das permutagoes de n elementos e s(o) é
a paridade de o.
O determinante de A pode ser calculado de maneira recursiva:

(1) Se n =1, entdo det A = a, sendo a a tnica entrada de A.

(2) Sen Z 2, det A = ZZ —1Z+9aij det Mz’j = Zj —1Z+=7az~j det M@'j;
sendo M;; a matriz obtida suprimindo-se a i-¢sima linha e a
j-ésima coluna de A.

O nimero Cj; = — 11t a;j det M;; ¢ denominado cofator de a;;. Se

C = (C;;) e det A # 0, a inversa de A ¢ dada por A~ = —-C".

2. SISTEMAS LINEARES DE EQUACOES ALGEBRICAS

Consideremos agora o sistema linear com n equagoes e n incognitas:
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111 + A19T2 + + -+ + A1 Ty = by

a91T1 + A99T9 + + * + + A9 Ty = bg

(1)

Ap1T1 + Apao + -+ + Qpply = bn

Na forma matricial, temos o sistema

(2) Ax = b,
sendo
_Cln a2 - aln_ _561_ —51_
A — fl21 a2y -+ Q2p Cx = 55.2 e b= b'z
| Qn1 Gp2 cc g | | Ty | | On
O sistema
(3) Ax =0,

é o sistema homogéneo associado ao sistema (nao homogeneo) ([2)).

Proposicao 1. Quanto as solucoes dos sistemas e (), temos
a sequinte alternativa:

e Se A ¢ invertivel, entao ambos os sistemas tém uma unica
solucdo, dada por x = A™1b.

e Se A ¢ singular, o sistema tem infinitas solucoes e o
sistema tem solucdo, se e somente se (b,y) = 0 para
toda solucao y do problema homogeno adjunto:

(4) Ay =0,
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Nesse caso, as solugoes de (2) sao todas da forma: b =
x,+ &, sendo x, uma solucao fixada de (2) e & uma solugdo
qualquer do sistema homogéneo associado (3)).

Como conseguéncia da Proposigao (1))

3. AUTOVALORES E AUTOVETORES DE MATRIZES

ailr a2 -+ Aaip

. ~ . as1 A9 -+ A9 .

Definigcao 2. Seja A = | "| uma matrizn xn.
_a/nl Qp2 - ann_

Dizemos que o escalar \ € um autovalor de A se existir um vetor

U1

U2 , : .
v=| | #0, tal que Av = Av. O vetorv é denominado entao

Un

um autovetor associado a ).

Agora, A\ é autovalor e v autovetor associado se e somente se
Av =) v & (A —A)v = 0, sendo I a matriz identidade n x n.
Lembrando que a equacao: (A — AI)x = 0, Bx = 0 tem solugao
nao trivial, se e somente se o det B = 0, obtemos a

Proposicao 3. Um escalar A\ € autovalor da matriz A, se e
somente se det (A — A1) = 0.

A equagao det (A — M) = 0. é a equagao caracteristica de A e
os autovalores sao também chamados valores caracteristicos de A.

Observemos que p(\) = det (A — AI) = 0. é um polinomio de grau
n em A, denominado polinomzio caracteristico de A e os autovalores
sao de A sdo, portanto, as m raizes (contadas com multiplicidade)
do polinomio caracteristico.
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Exemplo 4. Encontrar os autovalores e autovetores da matriz:

13
A_[53].
Temos:
1—A 31 9 B B B
|5 3_)\|0<:>)\—4)\—120<:>>\—20u)\6.

Portanto, os autovalores de A sao —2 e 6.
Para encontrar os autovetores associados a —2, devemos resolver a

equacao:
e 3] - [0)

Dai obtemos 3x + 3y =0 & y = —=x.
Atribuindo um valor arbitrario (ndo nulo) a z, obtemos um autove-
tor associado a A = —2. Por exemplo, se z = 1, obtemos y = —1. e

1 .
Bk Qualquer outro autovetor associado

a A\ = —2. serd um multiplo nao nulo de vy
Para encontrar os autovetores associados a 6, devemos resolver a

equAaGio:
el

Dai obtemos =5z + 3y =0 <y = (5/3)z.
Atribuindo um valor arbitrario (ndo nulo) a x, obtemos um autove-
tor associado a A = 6. Por exemplo, se x = 3, obtemos y = 5. e

temos o autovetor v =

temos o autovetor vy = . Qualquer outro autovetor associado

3
5.

a A = 6. Sera um multiplo nao nulo de vs.
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Proposicao 5. Uma combinacao linear de autovetores de uma
matriz A associados ao mesmo autovalor X € um autovetor as-
sociado a A (ou € o vetor nulo).

Em outras palavras o conjunto formado pelos autovetores as-
sociados a um mesmo autovalor é um subespaco vetorial de R",
denominado autoespaco associado a .

Proposicao 6. Autovetores de uma matriz A associados a au-
tovalores distintos sao sempre linearmente independentes.

Prova. Por indugao sobre o nimero n de autovalores distintos.
Para n = 1, o resultado ¢ imediato. Suponhamo-lo verdadeiro para
n = k. Entao se vy, v9, - - - , U1 sa0 autovetores associados respecti-
vamente aos autovalores A\i, A9, - -+, A\py1 distintos dois a dois, sejam
C1,Co, -+ ,Cri1 €scalares tais que civ1 + covg + -+ - + cpr1Vp1 = 0.
Aplicando a matriz A, obtemos o sistema:

(5) C1U1 + Covg, - -+ - + cp U1 = 0.
CIAIV1 + oAU + - - - A+ Cpp 1 A1 Vi1 = 0

Multiplicando a primeira equacao em (o)) por A\r,1 e subtraindo da
segunda, obtemos (Agy1 — A1)c1v1 + (A1 — Ag)Covo + - - 4+ (Ajy1 —
Ar)ervr = 0. Da hipdtese de indugdo, obtemos, ¢; = ¢ = -+ =
¢ = 0. Usando novamente a primeira equacao em , segue que

Ck+1 = 0. ]
aip a2 -+ Aip
: az1 Q2 -+ A2
Suponhamos agora que a matriz A = " | tenha
_anl Ap2 - ann_
n autovetores vy, v, - - - , U, linearmente independentes (Da proposicao

6] isto sempre ocorre se as n raizes do polinomio caracteristico sao
todas distintas.)
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vl vl )
2 .2 2
’l} U o o o ’l}
SeB:[vl Vo - vn]: 2 "1, temos
n n n
| U1 U Up |

A-B:[Avl AUQ Avn]:[)\lvl )\22)2 /\nvn]

’)\1 0 --- 0
— O )\2 O .[/Ul ’UQ"‘ /Un]
O 0 --- )\n_

— diag(A1, Ao, -+, \,) - B

Portanto, B"'AB = diag(A;, As, - -+, Ay), ou seja, a matriz A
¢ semelhante a matriz diagonal com seus autovalores na diagonal
principal. A matriz de semelhanca B ¢ a matriz cujas colunas sao
os n autovetores L.I. de A.

Se nao existirem n autovetores linearmente independentes a matriz
A nao sera semelhante a uma matriz diagonal. Para descrever o
que ocorre neste caso, consideremos novamente o o polinomio carac-
teristico de A.

PN =N+ a, 1+ N 4+ ad® + ag A+ ag = det(A — N
o polinomio caracteristico de A. Entao p(A) pode ser decomposto
como produto de termos de grau 1.

PA) = (A=A)(A=Xg) - (A= Ay,), sendo Ay, Ao, - -+, A\, as raizes

de p (complexas, algumas eventualmente repetidas).

Definicao 7. A multiplicidade algébrica de \; € o numero de
vezes que \; se repete na decomposicao acima.

A multiplicidade geométrica de A; € a dimensao do autoespaco
associado a ;.
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Podemos ver entao que a existirda uma base formada por n au-
tovetores de A se, e sémente se a multiplicidade algébrica de cada
autovalor \; coincidir com sua multiplicidade geométrica. Se isto nao
ocorrer o “melhor que podemos fazer é encontrar uma base formada
por autovetores generalizados de A.

Definicao 8. Diremos que v € autovetor generalizado de A, as-
sociado ao autovalor A se uma das sequintes alternativas ocorrer:

e v ¢ autovetor de A.
o (A — \Nv=w, sendow um autovetor generalizado de A.

Pode-se demonstrar que sempre existem n autovetores generaliza-
dos L.I. de A.. Usando este fato, um procedimento analogo ao descrito
acima, permite mostrar que A é sempre semelhante a uma matriz
da forma D + N sendo D uma matriz na forma diagonal com os
autovalores de A na diagonal N é uma matriz nilpotente de ordem
m < n,isto é, N" =0e D e N comutam, isto ¢, DN = ND.

Para evitar complicacoes na notacao, vamos apenas ilustrar o pro-
cedimento para um caso particular. Suponhamos que n = 3 e A
possui um 'unico autovalor A de multiplicidade geométrica 1 Nesse
caso existira um autovalor vy associado a A e autovetores generaliza-
dos vy e v3 tais que:

Avy = My, Avg = Ay + vy, Avg = Avg + vs.

Se B = [vl V9 vg},temos
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A-B= [Avl Ay Avg} = [)\1}1 AUy + Uy )\U3+’U1]

A0 O

= 1 A0 '[Ul (%) U3]
01 A
A0 0 000

= OAX0]+|100 B
0 0 A 010

= (B+N)B)

Segue que BT'AB = D + N, ¢ as matrizes D e N, tém as pro-
priedades afirmadas.
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