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3.2. Resolva o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde ao problema do calor em
uma barra de comprimento L que do lado esquerdo esta mantida a temperatura fixa T; e do lado direito
e mantida isolada.

Cou_
ot o9x?

y u(x,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =Ty, %(L,tj =0

dx



3.2, Observamos que v(x,t) = T; € uma solucio da equacdo MAP2320

dv  ,d%u
— =px— =10
o "
que satisfaz as condicdes
du

u(0,t) =T, E{L’t} =0

Logo a solucdo do problema é
u(x,t) =v(x, t) +up(x,t),

em que tp(x, t) € a solucdo de

(du mzazu
ot ox?
Y u(x,0)=f(x),0<x <L
du
\ u(0,t) =0, E(L;tj =0

Assim,
(2n 4+ 1)mx _e2(ns1)?n?
- _ p 42

00
u(x,t) =Ti+ Y cops1sen 5T

n=0

€ a solucdo do problema da valor inicial e de fronteiras se

(2n+1)mx

u(x,0) = f(x) =Ty + ) cops1sen T

n=0

ou seja, os coeficientes sdo dados por

2 L 2n +1)mx
Com+1 = EL [f (x) —Tl]%“%dx-
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Conside agora o problema

9

(du ﬂzain
at ol
Y u(x,0)=f(x),0<x <L
du
u(0,t) =Ty, ﬁ(L,r] —(

De forma semelhante, analisa-se a solucao de regime estacionario:

0*u _ d?v dv
0x2 = ﬁ=0 — E=Cl =) v(x) = C1x + G,
v'(x) =C
Aplicando as condicdes de contorno:
U(O) = CZ = Tl , )
A solucao é a composicao da solucao
v'(L)=C,=q s estaciondria e a solucdo transiente do
problema com condicdes homogéneas

v(x) =qx + Ty u(x, t) =v(x,t)+ ug(x,t),



/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

homogéneas
du 2 % u
ot a2

uix,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

Problema Homogéneo

C.C. de Mistas
W _ P
a0 a2

d

M,
0,t) =0, —(L,t) =0
u(0,t) =0, =(L1)

/

u(x,0)=f(x), 0<x=<1L

/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

du L d%u
a
u(x,0)=f(x), 0 <x<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
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Problema Homogéneo
C.C. de Neumann

homogéneas

du  ,0%u

ot o2
u(x,0)=f(x), 0<x <L
o _ du .
E{El,t_l =0, E””H =0

Problema Nao-Homogéneo

u(x,0)=f(x), 0 <x=<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

]
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3.3.2 Equacao do Calor nao Homogénea

Considere o seguinte PVIF

du 0 u
o =& @JFS{I}

u(x,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

Vamos mostrar que a solucao deste problema é dada por
u(x, t) =v(x) +uo(x,t),

em que v(x) é a solucao do problema de fronteira

20" = —g(x)
{ 0(0) =Ty, v(L) = T

e tg(x,t) éasolucao do PVIF homogéneo com condicdes de fronteiras homogéneas

(ot
ot dx?
u(x,0) = f(x)—v(x), 0 <x <L
| u(0,4) =0, u(L,t)=0




Calculando as derivadas temos que

du _ o
ot ot
Pu  Puy 1

dx? oxz FE(I]

Substituindo-se na equacao diferencial

obtemos

i Sdfu dug L@

of Yoz = o T8 —agn

— R —— =
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2(x)

u(x,0) = v(x) +uo(x,0) = v(x) + f(x) —v(x) = f(x),
u(0,t) =v(0) +up(0,t) =v(0) =T,
u(L,t) =v(L) +ug(L,t) =v(L) =Ts.
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Como mostramos quando estudamos o problema homogéneo com condicoes de
fronteira homogéneas

tll}lg ugl(x, t) = 0.

Logo
tlimﬂu[r,tj =v(x)+ fliﬂ ug(x,t) =ov(x), parax e |0,L]

ou seja, quando t tende a mais infinito, a solucao u(x,t) tende a v(x), chamada
solucao estacionaria ou solucio de equilibrio.



Exemplo:

ou 0%u
=——+G

u(x,0) =T, 0<x<lL
ku(O, t) =0, u(L,t) =T,

Encontrando a solucdo estacionaria: v’ =—-G

onde G é um valor constante
ot OJx? ’

v(0) = 0, v(L) =T,

2
v'=—G, v'=-Gx+Cy, v=—Gx7+Clx+C2
v(0)=C,= 0

12 T, L
v(L)=—G?+C1L=TL Cl:T-I_GE

x> (T, L Lx — x*
= G=—+(=+¢6- =G
v(x) G2 +(L+Gz)x v(x) < >




3.3. Resolva o PVIF e determine a solucio estacionaria.

(du  *u 3
ot 9 40
u(x,0) =20, 0 < x < 40
u(0,t) =0, u(40,t) = 60

3.3, A solucdo de
E?” _ 3
—
{ v(0) =0, v(40) =60

3
éov(x) = %x?—. A solucao de

Cou_
ot odx2

u(x,0) =20— %xz, 0<x<40
( u(0,t) =0, u(40,f) =0




T

el nx _nirl
ulx, t) = Cp Sen ——e 1800
{ ) g h 40
em que ¢, sao os coeficientes da série de senos de
3 5
x) =20 — —x~
8(x) 30

ou seja,

Cy = 20/ g(x}sen( )d;r

_ 2(2{]&-”{)‘{[,[;],4[}) Snb,r(fgi?,ao))

nit n
= _20 coss| — 132 (25 sens + (2—52) cnss) ‘
ni 0 n3m3 0
40 120 )
= —E{cns(n:ﬁr) —1) - o ((2 —n?mt?) cos(nm) — 2)

2y _qvm g 1y 2,2
_ 40 (27t2n2(—-1) E:?.(31) + 712n +6),n:l,2,3...
T H

Portanto a solucao é dada por

[

3 40 & 27202 (=1)" —6(=1)" + *n2 + 6 niTx _ nlim
unt) = g+ L T = sen 70

Quando f tende a mais infinito a solucao tende a solucao estacionaria

v(x) = %xz.
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Exemplo 8.5 Vamos considerar uma barra de 40 em de comprimento, com coefici-
ente & = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10° C e 30° C e tal que
a temperatura inicial é dada por

X
f(x) =10+ sen 0"

Vamos resolver o pmblema de valor inicial e de fronteira

( au_aﬂqu e con T
at  ox? 640 80

u(x,0) = f(x) = 10+ 10sen % 0<x<40

u(0,t) =10, u(40,t) = 30

%
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A solucdo é entao
u(x, t) =vl(x) +uglx,t),

em que v(x ) é a solucdo do problema de fronteira

v(0) = 10, v(40) = 30
e g(x, t) € a solugcao do PVIF homogéneo com condicdes de fronteiras homogéneas
(o _ o
ot ox2
u(x,0)=f(x)—ov(x), 0 <x <40
| u(0, ) =0, u(40,t) =0
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Logo

X
vlx ]l—msenﬁ—l—i—l—lﬂ

X HITX _nint
u(x,t) =10sen — + — +ll]+ Zf,; sen ——¢  Te0 |
30 4 1 40

em que Cp S30 08 coeficientes da série de senos de

X

f(x) —o(x) = -3

ou seja, /
& = (——bnrj“*])

= _ﬂi['}"fz (—5C0os8s + sens)
20 20(—1)"

= —vcos(nm) = #
Nt N7t

T

,n=1,273...
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Aqui usamos a tabela na pagina 202, multiplicando por 2 os valores. Portanto a
solucdo é dada por

1)m o2
u(x,t) = lﬂsenﬁ+ +1D+—E{ Tﬂxe—mf

n=1

Observe que

tinggul[x t) =v(x) = 1ﬂﬂ@ﬂﬁ+ 1 +10, parax € [0,40]

ou seja, quando t tende a mais infinito a solucao tende a solucao estaciondria

v(x }—1{]'5«5'1’1ﬁ-|—;1 + 10.



JI.‘F'
50—+ t=0
404
X
| |
| |
20 40
I|.1J,|'
501 t= 160
404
X
| | -
20 40

Figura 3.5 — Solucao, ulx, t),

50—+ t=20

40+

50+ t=320

40+
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50+ t=80

X
| |
| |

20 40
by
50+ t =640
40+
3{}_
2{}_
10

X

| | -
20 40

do PVIF do Exemplo 3.5 tomando apenas 3 termos nao nulos da série.
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Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

homogéneas
du 2 % u
ot a2

uix,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

Problema Homogéneo

C.C. de Mistas
du 0%
—_ n:

ot dx?

d

M
0,t) =0, —(L,t) =0
u(0,4) =0, = (L)

/

u(x,0)=f(x), 0<x=<1L

/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

du L d%u
o Yo
u(x,0)=f(x), 0 <x<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;

32
du , 07U

a "
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/

Problema Homogéneo
C.C. de Neumann

homogéneas

o L 0%

— = -

ot dx
u(x,0)=f(x), 0<x <L
o _ du .
E{D,t_l =0, E””H =0

Problema Nao-Homogéneo

v/

+ g(x)

u(x,0)=f(x), 0 <x=<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;
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