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NESTA SECAO ESTUDAREMOS AS FUNCOES DE DUAS OU MAIS
VARIAVEIS SOB QUATRO PONTOS DE VISTA DIFERENTES:

¢ \/ERBALMENTE (PELA DESCRICAO EM PALAVRAS)

e NUMERICAMENTE (POR UMA TABELA DE VALORES)

e ALGEBRICAMENTE (POR UMA FORMULA EXPLICITA)

e VISUALMENTE (POR UM GRAFICO OU CURVAS DE NIVEL)



A TEMPERATURA T EM UM PONTO DA SUPERFICIE
DA TERRA EM DADO INSTANTE DE TEMPO DEPENDE
DA LONGITUDE X E DA LATITUDE Y DO PONTO.

* PODEMOS PENSAR EM T COMO UMA FUNCAO DE
DUAS VARIAVEIS X E Y, OU COMO UMA FUNCAO
DO PAR (X, Y).

e INDICAMOS ESSA DEPENDENCIA FUNCIONAL
ESCREVENDO T = F(X, Y).



—_—

O VOLUME V DE UM CILINDRO CIRCULAR DEPENDE DE
SEU RAIO R E DE SUA ALTURA H.

oeDE FATO, SABEMOS QUE V = 7 R?H.

e PODEMOS DIZER QUE V E UMA FUNCAO DE R E DE
H.

g — -
Viscosity . ——»

*ESCREVEMOS V(R, H) = tR2H.




FREQUENTEMENTE ESCREVEMOS Z = F(X, Y) PARA
TORNAR EXPLICITOS OS VALORES TOMADOS POR F
EM UM PONTO GENERICO (X, Y).

AS VARIAVEIS X E Y SAO VARIAVEIS
INDEPENDENTES:

Z E A VARIAVEL DEPENDENTE:

COMPARE COM A NOTACAO Y = F(X) PARA AS
FUNCOES DE UMA UNICA VARIAVEL.



UMA MANEIRA DE VISUALIZAR ESSA FUNCAO E PELO DIAGRAMA DE
SETAS, NO QUAL O DOMINIO D E REPRESENTADO COMO UM

SUBCONJUNTO DO PLANO XY.

f:R* >R
xy) >z=1f(xy)

UMA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS E SIMPLESMENTE AQUELA:
CUJO DOMINIO E UM SUBCONJUNTO DE R?;

CUJA IMAGEM E UM SUBCONJUNTO DE R,



UMA FUNCAO F DE DUAS VARIAVEIS E UMA REGRA QUE
ASSOCIA A CADA PAR ORDENADO DE NUMEROS REAIS (X,
Y) DE UM CONJUNTO D UM UNICO VALOR REAL,

DENOTADO POR F (X, Y).

e O CONJUNTO D E O DOMINIO DE F

®* SUA IMAGEM E O CONJUNTO DE VALORES POSSIVEIS

DE F, OU SEJA,
{FCX,Y) | (X,Y) e D}



EXEMPLO 1:

Para cada uma das seguintes funcoes, calcule f (3,

2) e encontre o dominio.

a_



e A expressdo para f estd bem definida se o
denominador for diferente de 0 e 0 numero cuja raiz

guadrada sera extraida for nao negativo.

e Portanto, o dominio def é

D={(X,y)|x+y+120,x #1}



A desigualdade x +y + 120, ouy 2 —-x — 1, descreve 0s
pontos que estao sobre ou acimadaretay =—x -1

® x # 1 significa que os
pontos sobre areta x =1
precisam ser excluidos do

dominio.




=

f(3, 2) =3 In(22-3)
=3In1
=0)
Como In(y?— x) esta definido somente quando y?-—x >0, ou seja, X <Y?,
o dominio de f seré:

D = {(x, y)| x <y?}

ISso representa o conjunto

de pontos a esquerda da parabola
X =y2,




Nem todas as funcoes podem ser representadas
por formulas explicitas.

* A funcdo do proximo exemplo €& descrita
verbalmente e por estimativas numeéricas de
seus valores.



EXEMPLO 2:

Em regides com inverno severo, o indice de sensacéao térmica é
frequentemente utilizado para descrever a severidade aparente do
frio. Esse indice W mede a temperatura subjetiva que depende da

temperaturareal T e da velocidade do vento, v.
Assim, W é uma funcéo de T e de v, e podemos escrever W =f{(T, v).

A Tabela que segue apresenta valores de W compilados pelo
Servico Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e pelo
Servico Meteorolégico do Canada.



Tabela 1- Temperatura real x Velocidade do vento

Velocidade do vento (km/h)
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Por exemplo, a tabela mostra que, se a temperatura e —
5°C e a velocidade do vento, 50 km/h, entao
subjetivamente parecera tao frio qguanto uma temperatura
de cercade -15°C sem vento.

Portanto, f(-5, 50) = =15
Outros exemplos:
f(-15, 20)

f(-30, 80)



EXEMPLO 3:

Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo
no qual modelavam o crescimento da economia norte-

americana durante o periodo de 1899 a 1922.
Eles consideraram uma visao simplificada na qual a producao

é determinada pela quantidade de trabalho e pela quantidade
de capital investido. Apesar de existirem muitos outros fatores
afetando o desempenho da economia, o modelo mostrou-se
bastante preciso.



A funcéo utilizada para modelar a producao era da forma:
P(L, K) = bLoK1-@

eP é a producao total (valor monetario dos bens produzidos
no ano),

oL, a quantidade de trabalho (numero total de pessoas-hora
trabalhadas em um ano);

oK, a quantidade de capital investido (valor monetario das
maquinas, equipamentos e predios).



Tabela 2- Dados econdmicos publicados
pelo governo norte-americano

1899
1900
1901
1902
1903
1904
1905
1906
1907
1908
1909
1910
1911

1912
1913
1914
1915
1916
1917
1918
1919
1920
1921

1922




O ano de 1899 foi 1899
. 1900
considerado como base 1001
1902

1903

1904

e P, L, e K foram tomados 1905

1906
valendo 100 nesse ano. 1907
1908
LoQQ

(1910
~ o
1911

e Os valores para outros 1912

1913

anos foram eXPressos 1914

1915

como porcentagens dos o1
valores de 1899. P

1918
1919




Cobb e Douglas utilizaram o método dos minimos quadrados
para ajustar o0s dados da tabela a funcéo

P(L, K) = 1,01L075K 025 @

Se usarmos o modelo dado pela funcao da equ

1900
1901

calcular a producao nos anos de 1910 e 1920, |mms

1904
1905
valores
1907
1908
1909
1910

P(147, 208) = 1,01(147)°%75(208)%25 = 161,9 o

1913

1914

1915

P(194, 407) = 1,01(194)°:75(407)°%> = 235,8 o1

gue sao muito proximos dos valores reais, 159 e 231.




A funcao de producao (1) fol usada posteriormente
em muitos contextos, de firmas individuais e até
em questoes globais de economia. Ficou conhecida
como funcao de producao de Cobb-Douglas.

Seu dominio é: {(L,K)|L 20, K 20}

e Como L e K representam trabalho e capital, nao
podem ser negativos.



Outra forma de visualizar o comportamento de uma

funcao de duas variaveis é considerar seu grafico.

Se f € uma funcédo de duas variaveis com dominio D,
entdo o grafico de f € o conjunto de todos os pontos

(X,y,z)em R3tal que z=f (x,y) e (X, y) pertenca a D.



O grafico de uma funcédo f de uma Unica variavel € uma curva C com a
seguinte equacao:

y =1(x)

Assim, o grafico de uma funcédo com duas variaveis € uma superficie S com a
seguinte equacéo:

z=1(x,y)




Podemos visualizar o grafico S de f como estando
diretamente acima ou abaixo de seu dominio D no
plano xy.




EXEMPLO 4:

Esboce o grafico da funcao
f(X,y)=6—3x =2y

O grafico de f tem a equacao

Z=06—-3Xx-2y
ou
X+2y +z2=06

gue representa um plano.



Para desenhar o plano, primeiro achamos as
InterseccO0es com 0S eixos.

e Fazendo y = z = 0 na equacao, obtemos x = 2
COMmoO a interseccao com 0O eixo X.

e Analogamente, a interseccdo como eixoy é 3 e a
Interseccao com 0 eixo z € 6.



ISso nos auxilia a esbocar a parte do grafico que se
encontra no primeiro octante.




A funcdao do Exemplo 4 € um caso especial da
funcao

f(x,y) =ax + by + ¢ (funcao linear)

O grafico de uma destas funcdes tem a equacao
Z=aX t+hy+c

ou

ax +by—-z+c=0

e, portanto, € um plano.



Do mesmo modo que as funcoes lineares de uma
unica variavel sao importantes no calculo de uma
variavel, veremos que as funcdes lineares de duas

variaveis tém um papel central no calculo com

muitas variaveis.



EXEMPLO 5:

Esboce o grafico de

O gréafico apresenta a seguinte equacao:

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao, obtém-se
22=9-x°-y?
ou
X2+y2+z2=9
Reconhecemos essa equacdo como a equacao da esfera de
centro na origem e raio 3.



Mas, como z 2 0, o grafico de g € somente a metade

superior da esfera.




O conjunto

Gf = {(xryrz) € R3|Z = f(x:Y): (x:J/) € Df}
denomina-se grafico de f.

O grafico de f também é chamado de
SUPERFICIE.




Existem programas de computador desenvolvidos
para tracar os graficos de funcoes de duas variaveis.

Na maioria desses programas, sao desenhados os
cortes nos planos verticais x =k ey =k para os
valores de k igualmente espacados, e as linhas do
grafico que estariam escondidas sao removidas.




A figura a seguir apresenta uma série de graficos de
diversas funcoes, gerados por computador.
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Observe que obtemos uma visao melhor da funcao
guando a giramos de modo a observa-la por
diferentes pontos de vista.

1 >
/ I el

il
l‘l’l" [l

Iy 'ZZ
N
IR
O,
ALLIDDXKKR

(@)f (x,y)=(*+3y%)e Py




Até aqui vimos dois meétodos diferentes para
visualizar funcOes: o diagrama de setas e o0s
graficos.

Um terceiro metodo, decorrente dos cartografos,

e € correspondente a um mapa de contorno, em
gque 0S pontos com elevacbes constantes sao
ligados para formar curvas de contorno ou curvas
de nivel.



Exemplos de cartografia de relevo




As curvas de nivel de uma funcéo f de duas variaveis séao
aquelas com a seguinte equacao:

f(x,y) =k
onde k € uma constante (naimagem de f)

Uma curva de nivel f(x, y) = k € o conjunto de todos os pontos
do dominio de f nos quais o valor de f € k. Em outras palavras,
ela mostra onde o grafico de f tem altura k.

Exemplo de uma
curva de nivel




Atraves da figura podemos ver a relacédo entre as
curvas de nivel e os cortes horizontais.
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As curvas de nivel sao aquelas em que a elevacéo em
relacao ao nivel do mar é constante. Se vocé andar sobre
um desses contornos, nem descera nem subira.

Outro exemplo comum €& a funcdo temperatura
apresentada no inicio desta secéao.

e Aqui as curvas de nivel sdo chamadas curvas
Isotermicas.

* Elas ligam localidades que tém a mesma temperatura.
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A Figura apresenta um mapa de clima, indicando as
temperaturas médias do més de janeiro.
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As isobaricas no mapa de pressao atmosférica, elucidam

outro exemplo de curvas de nivel




EXEMPLO 6:

O ponto (1, 3) esta na parte entre as curvas de nivel
cujos valores de z sao 70 e 80.

Estimamos que
f(1,3) =73

L AN N
Da mesma forma : ”lm"’.“lr‘“
’ LU ),

)P (e

estimamos que
f(4, 5) = 56




