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Revisio Aula Anterior 1

m O erro teérico € E = —SR + SG4D — TN, ou seja, a funcio
sensibilidade S relaciona o erro com referéncia e com distirbio.

m A estratégia adotada em controle H,, consiste em impér um
limite superior para |S(jw)| em cada frequéncia, da forma:

1SGw)| < 1/[Wp(jw)], (1)

onde W, (jw) é estavel e tem uma caracteristica passa-baixas.

m Esta funcdo W,(jw) é conhecida como funcdo peso de
desempenho.

m Se passarmos multiplicando a fun¢o peso em (1), teremos:

|SU)[Wo(jw)| = [SUw)Wp(jw)| < 1 (2)



Revisio Aula Anterior 2

m A condi¢do (2) seria automaticamente atendida se
ISWplloo < 1.

m Buscamos ent3o solucionar o seguinte problema de otimizac3o:
min ||SW, 3
min [ SWoll )

onde K(s) € C€g.

m Se o algoritmo retornasse um controlador K(s) tal que
|SWp||so < 1, ou préximo disso, estariamos satisfeitos, pois
assim as especificacdes estariam garantidas.

m Achar um controlador K*(s) que resolva o problema de
otimizagdo em (3) é uma tarefa computacionalmente muito
complicada.



Revisio Aula Anterior 3

m Entretanto, uma solucdo subétima é mais que suficiente para
0S nossos objetivos.

B Se Ymin € 0 minimo atingido pela funcdo ||SW, ||, para
qualquer valor ¥ > i, temos uma solucdo subétima.

m Pode-se mostrar, em uma solucdo subdtima, que:

1S(w)| < T
|Wp(jw)|
de modo que se acharmos um K(s) tal que v ~ 1, as
especificacBes estariam parcialmente atendidas.
m Precisamos de um algoritmo que forneca uma solucio
subdtima para o problema, e n3o necessariamente a 6tima.
m Existe um algoritmo, a ser apresentado mais adiante, que
fornece sucessivas solucdes subétimas que vio aproximando de
Ymin € que teoricamente convergiria para ele.
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Revisio Aula Anterior 4

Para que as especificacdes de desempenho sejam atingidas no
projeto 6timo Hoo, é necessario que, ao final, |S(jw)| esteja abaixo
de |W, 1 (jw)|, como esta representado em:

~

20 log|W/(i o)
M

0
-3dB R e




Revisio Aula Anterior 5

m Isto é equivalente a dizer que foi achado um controlador K*(s)
tal que ||W,5* || < 1.

m A func3o peso acima é chamada de primeira ordem, pois
possui apenas um polo e um zero. Note que na figura esta
representada a inversa (na verdade, as suas assintotas).

m Esta funcdo tem a expressdo matematica dada por:

= 4wk
M B
Wels) = 3 A



Revisio Aula Anterior 6

m Para baixas frequéncias, o ganho de W,(s)~! & A. Portanto,
quanto menor fizermos este parametro, menor queremos
|S(j0)|, e portanto, menor o erro estacionario.

m Para altas frequéncias, o ganho de Wp(s)_1 é
aproximadamente M. Quanto menor fizermos este valor,
menor queremos ||S||s, 0 implica em sistema menos
oscilatério (e maior robustez de estabilidade).

m Valores pequenos de ||S]|s (préximos ou abaixo de 1) podem
ndo ser viaveis por restricdes de desempenho.

m Para médias frequéncias, wg vai tender a estar entre Awg e
Mw}; se as especificages forem atendidas, de modo que
quanto maior wp, maior tende a ser wg.



Revisio Aula Anterior 7

m Podemos levar em conta no projeto o esforco de controle.

m O sinal de controle no sistema em malha fechada é dado por
U=KS(R— G4D — N)

m Se queremos que o esforco de controle seja pequeno devemos
também ponderar a fun¢do de transferéncia K(s)S(s).

m Adota-se a mesma técnica da funcdo peso de modo que:

o
[Wa(jew)]

e se ||[KSW, ||~ < 1, teremos a condi¢do anterior atendida.

[K(w)S(w)| <



Revisio Aula Anterior 8

m Se queremos que o sinal de controle tenha pouca energia nas
altas frequéncias, fazemos com que |W,,(jw)| seja alto nestas
frequéncias, e vice-versa.

m Deste modo, a retricdo ||W,KS||s < 1 deve ser juntada ao
problema de otimizagdo original.

m Mostra-se que podemos incluir esta retricdo no funcional a ser
minimizado da seguinte forma: Seja a matriz de fun¢des de
transferéncia:

w,S
N(jjw) = P 4
G) = | s | (*)



Revisio Aula Anterior 9

m Para matrizes deste tipo, tem-se que:

N = ma /| Wp (o) SGo) 2 + | Waljeo) K () S i) 2
(5)
m Se garantirmos que ||N|l < 1, teremos as especificacBes
satisfeitas, bem como limitacdo do esforco de controle.

m Como estamos buscando solucBes subétimas, tal que
IN||co < 7, € quanto mais préximo ~ for do valor um, melhor.

m Neste caso, teremos:

SUW)| <A/ IWp(w)] 5 [KSGw) < 7/[Wa(w))|
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Exemplo de Projeto 1

Neste exemplo, iremos resolver com mais detalhes o problema 2.17
do livro do Skogestad, segunda edicdo, versdo 2005 (pag. 64).
Deseja-se resolver o problema de sensibilidade mista S/KS, onde se
da um formato adequado para a func3o sensibilidade S, assim
como na funcdo de transferéncia KS do sinal de controle. Iremos
usar a funcdo mixsyn do Matlab Robust Control Toolbox®.

Seja a planta dada pela funcdo de transferéncia

G(s) - 200
"~ 0.025s3 +1.002s2 + 10.1s + 1

que é uma planta de terceira ordem e de fase minima.
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Exemplo de Projeto 2

Os correspondentes diagramas de Bode s3o apresentados na figura
abaixo.
Diagramas de Bode de G(s)
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Exemplo de Projeto 3

m Supondo realimentacdo unitaria e controlador unitério, ou seja
K(s) = 1, nota-se que: w;q = 20.1rad/s, GM = 6.11dB,
we = 13.6rad/s e PM = 21.8 graus.

m Como ndo estamos considerando modelo de incertezas na
planta, vamos usar as especificacbes classicas de robustez de
estabilidade, que recomendam 30 < PM < 60graus e
GM > 6dB.

m As fungdes de transferéncia em malha fechada S(s) e T(s)
sdo apresentadas na figura a seguir.
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Exemplo de Projeto 4

IS]|lcc = 10.2dB, acima do valor recomendado classicamente de
6dB e || T|lcoc = 9.02dB, que deve ser no maximo 2dB.

Diagrama de S(s) e T(s) com Controlador Unitario
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Exemplo de Projeto 5

m A banda passante de S(s) é wg = 8.65rad/s, e a resposta ao
degrau é apresentada na figura a seguir.

m Espera-se que uma diminui¢do do valor de ||S||s va diminuir a
porcentagem de sobressinal (que estd acima de 50%).

Resposta ao Degrau de MF com Controlador Unitario
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Exemplo de Projeto 6

m Vamos inicialmente propor a funcdo peso Wp(s) pcomo no
exemplo do Skogestad, onde A =0.0001, M = 1.5 e wg = 10.

i—l—w*
_ M b
Wa(s) = s + Awj

m O novo valor em baixas frequéncias de |S| ficara
20log A= —80dB e o maximo valor ficara abaixo
20log M = 3.52dB.

m Estas especificacdes implicam que a banda passante serd um
pouco maior que a do sistema original (com controle unitario),

m um erro estacionario menor e ||S||o limitado superiormente
por 3.52dB.

m Além disso, vamos especificar que W, = 1, o que vai limitar
superiormente a fun¢do |KS(jw)| em ~.
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Exemplo de Projeto 7

Os diagramas de Bode da fun¢do sensibilidade original e da funcéo
peso com as especificacdes sdo apresentados na figura abaixo.

Diagrama de Bode de S(s) e Fungdo Peso Inversa
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Exemplo de Projeto 8

m Apds aplicar o algoritmo, o valor atingido é v = 1.37, de modo
que as especificacBes ndo vio ser exatamente agindidas

m O valor ||S|| ficou 2.29dB, como pode ser verificado na
figura.

m A banda passante ficou wg = 5.74rad/s, o que é inferior ao
que era anteriormente (o que vem do fato de v maior que um).

m A margem de ganho resultou em 27.8dB, com
wigo = 35.4rad/s e a margem de fase resultou em 71.1 graus
com we = 7.2rad/s.
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Exemplo de Projeto 9

Fungdo Sensibilidade S(s)
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Exemplo de Projeto 10

Na figura abaixo, tem-se os diagramas de Bode para para a funcio
sensibilidade complementar.

Fungao Sensibilidade Complementar T(s)
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Exemplo de Projeto 11

Na figura abaixo, tem-se os diagramas de Bode para a fungdo de
transferéncia em malha aberta L(s).

Funcéo de Transferéncia de MA L(s)
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Exemplo de Projeto 12

m Nota-se que para atender a especificacdo de menor erro em
regime estacionario, o ganho nas baixas frequéncias acabou
sendo aumentado.

m Desta e das figuras anteriores, também se vé que o controlador
tem um excesso de pélos igual a um, de modo que n3o se
trata de nenhum controlador classico.
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Exemplo de Projeto 13

Na figura abaixo, tem-se os diagramas de Bode para funcdo de
transferéncia KS. Nota-se que o limite superior de v = 1.37, que
representa um ganho de 2.73 dB foi respeitado, entretanto as
especificacdes ndo foram atendidas exatamente.

Funcéo de Transferéncia de MF de Controle KS
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Exemplo de Projeto 14

m O Controlador projetado tem a funcdo de transferéncia na
equacio abaixo:

1569.4523(s + 20)2(s + 0.1)
(s +1311)(s + 0.001)(s2 + 58.965 + 1313)

K(s) = (6)

m Nota-se que o controlador tem ganho alto nas baixas
frequéncias, e os diagramas de Bode sdo apresentados na
figura a seguir.
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Exemplo de Projeto 15

Diagrama de Bode de K(s) otimo H Infinito
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Exemplo de Projeto 16

Na figura a seguir, tem-se a resposta ao degrau para o sistema
antigo e o sistema novo.

Resposta ao Degrau de MF
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Exemplo de Projeto 17

m Nota-se que o sobressinal foi eliminado.

m Nota-se que o sistema ficou mais lento. Na figura a seguir,
tem-se a resposta ao degrau de distarbio na entrada d(t).

m Nota-se que a influéncia é bastante reduzida, apesar de n3o se
estar usando integrador no controlador. Porém o ganho deste
é bastante alto nas baixas.
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Exemplo de Projeto 18

Resposta ao distirbio de degrau unitario:

Resposta ao Disturbio Degrau Unitario
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Exemplo de Projeto 19

O sinal de controle para a referéncia ao degrau é apresentado na
figura abaixo:

Sinal de Controle a Referéncia de degrau unitario
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Outro Exemplo de Projeto 1

m Queremos agora uma banda passante préxima de wp = 100, o
que vai permitir uma resposta muito mais rapida do sistema.

m Mantendo-se entdo os outros parametros de projeto como
estavam, o que se nota é que esta banda passante ndo é
atingida, devido ao peso excessivo que se estd dando na
funcdo KS nestas condicdes.

m Neste caso, o valor de v resultou em 6.0730, o que mostra que
as especificacdes ficaram longe de serem atendidas.

m Apds se reduzir W, para 0.001 e aumentar M para 3,
obtivemos um projeto que tem a banda passante préxima do
valor desejado.
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Outro Exemplo de Projeto 2

m O peso do controle tinha que ser diminuido, ja que uma
mudanca t3o drastica na dindmica do sistema exige um
consumo de energia nas altas frequéncias bem maior do que os
sistemas anteriores poderiam fornecer.

m Neste novo projeto, o valor de ~y resultou em 1.0249, de modo
que neste caso as especificacdes sdo bem proximas de serem
atendidas.

m Na figura a seguir, tem-se a fun¢do sensibilidade anterior e a
inversa da funcdo peso Wp(s), que guarda as especificacdes
desejadas para o sistema em MF.
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Outro Exemplo de Projeto 3

Diagrama de Bode de S(s) e Funcéo Peso Inversa
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Outro Exemplo de Projeto 4

O diagrama de Bode do novo controlador é apresentado na figura
abaixo. Nota-se que o controlador tem caracteristica de
avanco-atraso, porém ha um pélo em excesso.

Diagrama de Bode de K(s) otimo H Infinito
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Outro Exemplo de Projeto 5

m A expressdo do controlador é:

25051261.7199(s + 20)?(s + 0.1)

K =
() = (5 24440)(s 1 0.01)(s2 + 421.55 + 8403)

m Os diagramas de Nyquist logaritmicos de L;(s) e La(s), ou
seja, das funcdes de transferéncia em MA para o controlador
unitario e controlador sub-6timo H,, sdo exibidos na figura a
seguir.
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Outro Exemplo de Projeto 6

Nota-se que a estabilidade em MF existe em ambos os casos,
porém o caso Ly(s) tem maior robustez de estabilidade, pois a
distancia |1 + L| é sempre maior neste caso.

Diagrama de Nyquist com Controlador Unitario e Otimo H infinito
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Outro Exemplo de Projeto 7

As funcdes sensibilidade S;i(s) e Sx(s) sdo apresentadas na figura a
seguir. Neste caso, tem-se que ||S||o = 3.52dB, o que atende as
especificacBes classicas. A banda passante fica em torno de

wp = 70rad/s.

Funcao Sensibilidade S(s)
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Outro Exemplo de Projeto 8

As fun¢des de transferéncia em malha aberta sdo apresentadas na
figura a seguir.

Fungéo de Transferéncia de MA L(s)
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Outro Exemplo de Projeto 9

m Para a funcgdo de transferéncia Ly(s) tem-se w;q = 287 rad/s e
a correspondente margem de ganho é GM = 12.5dB.

m A correspondente margem de fase é PM = 60.7 graus, na
frequéncia de cruzamento de ganho w. = 95.2rad/s, o que
representa parametros classicos mais interessantes.

m As fun¢des sensibilidades complementares Ti(s) e T»(s) sdo
apresentadas na figura a seguir. No caso do controlador
sub-6timo H,,, tem-se que n3o ha pico de ressondncia em
Ti(s), e || T|lo = 1dB.
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Outro Exemplo de Projeto 10

As funcdes sensibilidades complementares T1(s) e Ta(s) sdo
apresentadas na figura a seguir

Fungao Sensibilidade Complementar T(s)
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Outro Exemplo de Projeto 11

A resposta ao degrau em Malha Fechada é apresentada na figura
abaixo.

Resposta ao Degrau de MF
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Outro Exemplo de Projeto 12

m Nota-se que para o sistema sub-6timo H,, o sobressinal é bem
reduzido, e o tempo de subida &€ bem menor que no caso de
controlador unitario.

m Na figura a seguir, tem-se a resposta ao degrau de distarbio
d(t) (lembre-se que Gy4(s) = 1. Nota-se que o distlirbio é mais
rapidamente atenuado no caso 6timo do que no unitario.
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Outro Exemplo de Projeto 13

Na figura a seguir, tem-se a resposta ao degrau de distarbio d(t):

Resposta ao Distarbio Degrau Unitario
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Outro Exemplo de Projeto 14

Na figura abaixo, tem-se o diagrama de Bode da funcdo de
transferéncia K(s)S(s) na figura abaixo.

Funcéo de Transferéncia de MF de Controle KS

100
[
T 50+
[)
=}
2
=
& oF
=
_50 ; ; i
270F . . .
— L Lq(s
5 180 1(s)
k) Ly(s)
o 90F
1]
©
=
a o
_gok 5 i L i ;
10 10° 10° 10 10°

Frequency (rad/sec)
A3



Outro Exemplo de Projeto 15

Nota-se que o ganho é maior nas faixas de frequéncia entre
100 rad/s e 500 rad/s, que é necessario para se gerar o sinal de
controle mostrado na figura abaixo:

Sinal de Controle a Referéncia de degrau unitario
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Outro Exemplo de Projeto 16

que mostra o sinal de controle para o degrau nos dois casos.
Nota-se que a amplitude do sinal de controle ficou muito grande no
caso sub-6timo, o que n3o é interessante. O valor de v = 1.0249.
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Restricdes de Desempenho 1

m Valor alto de ||S||« indica baixa robustez mas também baixo
desempenho, pois isto indica que || T ||~ também é alto.

m Infelizmente, ndo é possivel eliminar o pico de S na maioria
dos problemas praticos.

m De fato, se n — m > 2, temos que o grafico de Nyquist de
L(jw) entra no circulo unitério ao redor de —1, ou seja,
|14+ L| <1, o que implica que ||S||oc > 1.

m Além disso, exceto pelo caso onde n — m = 0, tem-se que
|1 4 L| — oo para w — 00, 0 que implica que |S(jw)| — 1.

m Além disso, existem outros resultados que vinculam fortemente

o comportamento da fun¢do S quando o sistema é de fase
ndo-minima e/ou instavel.
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Restricdes de Desempenho 2

Teorema (Integral de Sensibilidade de Bode, ou Primeiro Teorema

do "Colchdo de Agua")

Seja L(s) racional e n — m > 2. Suponha ainda que L(s) tem N,
pdlos no semi-plano direito (SPD) nas posicées p;, onde
i=1,---,N,. Entdo, vale que:

oo No
/0 In]S(jw)\dw:WZ%(Pi)
i=1

Para entender todas as implicacdes deste teorema, & necessario
analisar alguns casos possiveis.
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RestricGes de Desempenho 3

Na figura abaixo, tem-se o grafico de duas fungdes In|S;(jw)| e
In|S2(jw)| (a escala no eixo das frequéncias é linear).

In[S(jo)| A
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RestricGes de Desempenho 3

m Suponha que nenhuma das fun¢des tem pélos no semiplano
direito, o que significa que as areas acima e abaixo do eixo real
devem ser iguais.

m Para S; temos que a banda-passante é maior do que no caso
S, 0 que implica que a drea negativa deve ser maior na
primeira do que na segunda.

m Isto implica que a area positiva também deve ser maior na
primeira do que na segunda. Deste modo, o pico de
ressonancia tende a ser maior também no caso da primeira.
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Restricdes de Desempenho 4

m Se L possui um polo real no semi-plano direito (por exemplo,
p), entdo a integral fica:

/ In|S(jw)|dw =mp >0
0

m Isso indica que o resultado da integral deve ser positivo, ou
seja, o pico de S tende a ser maior ainda.

m Neste caso, atingir bom desempenho e boa robustez de
estabilidade é ainda mais dificil do que no caso onde L é
estavel (por exemplo, no caso da planta ser de fase minima).

m Além disso, quanto mais distante este polo do SPD estiver do
eixo imaginario, maior tendera a ser ||S||cc-
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RestricGes de Desempenho 5

De tudo isso, podemos concluir que:
m Querer menor erro estacionario tende a aumentar ||S||;

m Querer maior banda-passante (fidelidade) tende a aumentar
1500

m Estabilizar uma planta instavel tende a aumentar ||S||~ e
todos os efeitos anteriores se acumulam com este;

m Querer boa robustez de estabilidade exige sacrificio de
desempenho nominal.
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RestricGes de Desempenho 6

Teorema (Segundo Teorema do "Colchdo de Agua")

Seja L(s) tenha um zero real z ou dois zeros complexos conjugados
z,z" = x % jy no SPD e ainda tenha N, pdlos no semi-plano direito
(SPD) nas posicées p;, onde i =1,--- , N,. Entdo, vale que:

P,+Z

/Ooln |S(jw)|w(z,w)dw =7 In H
0 =1

onde:

2z
z24+w?

m Se z,z* é um par complexo conjugado, entdo:

m Se z é real, entdo w(z,w) =

X X

w(z,w) = =
(z,0) X2+ (y—w)? x4+ (y+w)?

RO



RestricGes de Desempenho 7

m Para compreender as implicacdes deste teorema, vamos supor
inicialmente que n3o ha pélos no SPD e que z é real e tende
para infinito (ou seja, z — 0).

m Neste caso, a fungdo w(z,w) se aproxima de uma constante
com valor bem pequeno (mas positivo) € > 0. Ent3o:

/O|n|5(jw)|w(z,w)dw%e/0 In|S(jw)|dw =10

de modo que recuperamos a situacdo do primeiro teorema.

m A medida que z fica menor e se aproxima da origem pela
direita, pesos maiores sdo dados para a faixa de area negativa
do que a de area positiva.

B3



RestricGes de Desempenho 8

Para que a integral seja zero, é necessario que S tenha valores
ainda maiores para a faixa de area positiva da integral. Quanto
mais proximo o zero no SPD for do eixo imaginario, pior para a
robustez de estabilidade, vide figura abaixo.

2iz w
In|S’|
11z \
N

z
(=]
In|S| ] In|S(je)|w(z,0)do #0
0
In|S|w(z,0) w
/|H|S'(]m)|w(z,m)dm=o
0
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RestricGes de Desempenho 9

m Se ha pélo p no SPD (além do zero, suposto aqui real z),
tem-se que o teorema se reduz a:

p+z
p—z
o que significa dizer que, além de |S(jw)| precisar ser maior no
caso de haver z no SPD na faixa de area positiva (do que no

caso de ndo haver), com a presenca do polo, |S(jw)| precisa
ser maior ainda nesta faixa.

/00 In|S(jw)|w(z,w)dw = 7in
0

m O caso extremo ocorre quando p estd proximo de z, o que faz
o lado direto da equacgdo ficar muito grande (tentendo ao
infinito quando o pélo cancela com o zero no SPD).

1515
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Em suma:

m Para sistemas de fase ndo-minima, é mais dificil conseguir
robustez e bom desempenho, e quando mais préximo o zero
z > 0 estiver do eixo imaginario, mais dificil é;

m Sistemas instaveis e com zero no SPD s3o ainda piores de se
conseguir robustez de estabilidade e bom desempenho;

m Sendo a planta instavel ou n3o, ndo se recomenda usar um
controlador de fase ndo-minima, pois tende a ser pior em
termos de desempenho e robustez de estabilidade.

m Se planta tiver pélo e zero no SPD (ou seja, nenhum deles
pode ser removido), quanto mais préximos eles forem, pior
tende a ser o desempenho e a robustez de estabilidade, sendo
que no caso limite, nos aproximamos da situacdo de perda de
estabilizabilidade.
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A seguir, apresentam-se limites minimos para a funcdo sensibilidade
S e a sensibilidade complementar T.

m Se W(s) é uma funcdo peso, tem-se que se z é um zero no
SPD da planta G(s), entdo:

|pi +ZI
[WS||oo = W H '

onde N, é o niimero de pélos no SPD.
m Se W(s) é uma fungdo peso, tem-se que se p € um polo no
SPD da planta G(s), entdo:

‘p+zl|
[WTlle = H Bl

onde N, é o niimero de zeros no SPD e 6 é um atraso de
transporte.
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Exemplo: Se uma planta G(s) é tal que:

e—0.55
s—3

G(s) =

considerando W(s) =1, e como p =3 e § = 0.5, entdo tem-se:
I Tloe > €' =448

o que implica que ||S||cc = || T||cc — 1 = 3.48. Isto indica que,

para esta planta, que é instavel, nao h& como ter menos pico de
ressonancia do que 3.48.

B8
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Exemplo: Se uma planta G(s) é tal que:

2

G(s) = 10_
() =105 15
como z=2e p=1%£,2, tem-se que:

24+ (1+j2)[[2+ (1 —j2)| 32+22
2—(1+72)]]2-(1-j2) 12422

[1S]loo > =26

[¢]
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