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1. Diferencial de uma funcéo (ou derivada total)

« Sejaaf(xy)= 5x2% + 3y?%, qual sera a variagdo em z (Az) se x e y variarem ao mesmo tempo?
Ou: qual o impacto em z dados Ax e Ay a0 mesmo tempo?

* Seja (xg,Y0), 0 ponto inicial. Por definicdo, Az € dado como:

Az = f(xq + Ax, yo+Ay) — f(x9,¥0)

f(x0,¥0) = 5(x0)* + 3(¥)?

f(xo + Ax, yo+Ay) =5(xg + Ax)? + 3(y, + Ay)? = 5[(x9)* + 2 x9Ax + (Ax)?] + 3 [(¥o)* + 2 yoAy + (Ay)?]

Az = 5 (xg)* + 10 xoAx + 5(Ax)* + 3 (y¢)* + 6 yoAy + 3(Ay)? — 5(x¢)* — 3(y,)?

Az = 10 xyAx + 5(Ax)? + 6 y,Ay + 3(Ay)?
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1. Diferencial de uma funcéo (ou derivada total) continuagao
« Supondo (xy,vy) = (2, 3) e Ax =Ay =0,1, tem-se:
e Az =10 xyAx + 5(Ax)% + 6 yy Ay + 3(Ay)?

« Az=10(2)(0,1) +5(0,1)*+6(3)(0,1) + 3(0,1)?
« Az= 2+0,05+1,8+0,03

Az = 3,8+ 0,08 =3,88
S

muito pequeno, desde que Ax = Ay sejam proximos de zero.
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1. Diferencial de uma funcéo (ou derivada total) continuagao

« Dessa forma, Seja (x,, yy), Az pode ser obtido, aproximadamente, como:

« Voltando a funcéao

af(xOIyO)

Ix =10 x, e

« Assim, voltando em (1):

af(xo,yo) —

Az = df = o 3y

£ (x0,¥0) = 5(x0)? + 3(¥0)?

3y 6Yo

Az = 10 xy. AX + 6Yy,. Ay
Az = 10(2).(0,1) + 6(3).(0,1)

Az=2+18=3,8

af(xOIyO) AX + af(xOIyO) Ay

(D)
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1. Diferencial de uma funcéo (ou derivada total) continuagao

A expressao abaixo é o diferencial de f(x,y) no caso de f(x,y) ser diferenciavel (ou seja, € possivel calcular a
derivada em todos os pontos de f(x,y):

af (xo, af (xo,

A
z 0x dy

(D)

- Notagao de diferencial ou derivada total: d f

» Como saber se a funcéao f(x,y) é diferenciavel ou nao?

af(xy) o of(x.y)
dx ady

« Teorema 1: Seja f(x,y) uma funcéo de duas variaveis. Se as derivadas parciais forem

, entao f(x,y) é diferenciavel.

Para definicdo de continuidade de fungdo de duas
varidveis ver se¢@o 9.5 do livro do Bussab & Morettin
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1. Diferencial de uma funcéo (ou derivada total) continuagao

» Como saber se as derivadas parciais de f(x,y) sédo ?

« Teorema 2:
2a) as funcdes polinomiais nas variaveis x e y sao continuas em todos os pontos de seu dominio.
« Exemplos:
flx,y) =x?+y%—xy Dr= R?
fl,y)=x3y>+y3 —xy+6 Df = R?
2b) as fungdes racionais nas variaveis x e y sdo continuas em todos os pontos de seu dominio.
« Exemplos:

x%+y?

flx,y) = D ={(x,y) € R? | xy #1}

xy—1
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. Diferencial — Exemplo 1

) 2x - . . .
Seja f(x, y) = E D ={(x,y) € R? | x # y}. Posso usar a expresséo de diferencial para calcular a derivada
total dessa funcéo?

Para tanto é necessario verificar se essa funcéao f(x,y) é diferenciavel.

~ 2x . .,
Como saber se a funcdo f(x,y) = — © diferenciavel?

of (x,y) e of (x,y)

Verificar se as suas derivadas parciais sao continuas através do Teorema 2a ou 2b.

0x dy
. .. 2x
Entéo vamos calcular as derivadas parciais de f(x,y) = E:
ofxy) _ 2(x=y)-@01) _ -2y De acordo com o Teorema 2b, Portanto, nesse caso, as
0x (x-y)* (x-y)* as funcdes racionais s30 derivadas parciais de f(x,y) sdo
Af(xy) _ 0(x—y)-(2x)(-1) _ 2x continuas em todos os pontos continuas em todos os pontos
Ay - (x—y)? — (x—y)? de seu dominio de seu dominio.

ACH 4553 - Calculo Il _ MKT EACH



1. Diferencial — Exemplo 1 (continuagéo)

. .. 2x ~ : g 2x
- Como as derivadas parciais de f(x,y) = vy S0 , isso significa (pelo Teorema 1) que f(x,y) = —
€ uma funcao diferenciavel, e, portanto, podemos usar a expressao da diferencial para calcular a sua derivada total.

* Relembrando, a expressao do diferencial total de uma funcéo € dada por:

df (x0,¥0) df (x0,¥0)
F AX + 3y Ay (1)

df =

: o 2x : : L. )
» Aplicando para o caso da funcéo f(x, y) = E , 0 diferencial em um ponto genérico (x,, y,) Sera:
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1. Diferencial — Exemplo 2

- Sejaf (x, y) = 2x% + 4y3 . E possivel usar a expressao de diferencial para calcular a derivada total dessa func&o?
1) Verificar se as derivadas parciais da funcdo séo continuas utilizando o Teorema 2a ou 2b.
» Calculam-se as derivadas:

ke 4x e oy = 12y

» De acordo com o Teorema 2a as derivadas parciais s&o continuas uma vez que séo func¢des polinomiais.

2) portanto, de acordo com o Teorema 1, a funcéo f(x,y) = 2x* + 4y3 é diferenciavel e é possivel utilizar a expressao
da diferencial para calcular a derivada total;

3) A diferencial em um ponto genérico (x,,y,) Sera:

df = 4xy.Ax + 12(yy)? Ay
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1. Diferencial — Exemplo 3

1 1
« Seja a funcdo de producao diaria de determinada fabrica dada por: Q(K,L) = 60Kz2Ls.

Sabe-se também que K, = 90.000e L, = 1.000

Qual a variacdo na producao decorrente de um acréscimo de 1000 no capital investido, bem como do acréscimo de 2

funcionarios?

a) Para verificar se é possivel utilizar a expressao da diferencial, checar se a funcao de producéao é diferenciavel,

b) Para tanto, € necessario verificar se as suas derivadas parciais sdo continuas;

c) Calcular as derivadas parciais:

S 9Q(K,L) 1
fx =——F—=5-60.K

0Q(K,L) 1
f, =28 =2 60.K

N

1
2

L

L

W=

wIlN

_1
= 30K 2L

i 2
=20Kz2L 3

1
3

30 L

1

K 2
1

20 K2
2
L3

(L esta mantido constante)

(K esta mantido constante)

d) Como tanto fx quanto f; sao fungdes racionais, de acordo com o Teorema 2b, sao continuas.
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1. Diferencial — Exemplo 3 (continuagéo)

e) Como as derivadas parciais da funcdo producdo séao continuas, podemos afirmar (pelo Teorema 1) que a funcao de
producao é diferenciavel e, portanto, podemos utilizar a expresséo da diferencial para calcular a sua derivada total:

f) Calculo do diferencial total. De acordo com o enunciado, K, = 90.000e L, = 1.000, AK=1000 e AL =2, assim;

dQ (K, L df (Ko, L
~ Q (Ko 0).AK+ f (Ko 0).AL

af 0K L 1)

1 1 1 2
dQ = 30K, 2 Ly3.AK + 20K, 2 L, 3.AL

1 1 1 2
dQ = 30(90.000) 2(1000)3.(1000) + 20(90.000) 2 (1000) 3.(2)
2

1 2 1 3
dQ = 30 <90.000> (10).(1000) + 20(300) (W) .(2)

| =

ACH 4553 - Calculo Il _ MKT

EACH



1. Diferencial — Exemplo 3 (continuagéo)

f) Calculo do diferencial total. De acordo com o enunciado, K, = 90.000e L, = 1.000, AK=1000 e AL =2, assim;

| =

2

2 1 3
> (10) . (1000) + 20(300) <M> (2)

de =30 <90.000

1 1
dQ = 30 (ﬁ) (10).(1000) + 20(300) (1—00> .(2)
dQ = 1000+ 120 = 1120 unidades

Ou seja, se o capital aumentar em 90.000 unidades e forem contratados mais 2 funcionarios, a quantidade
produzida ira aumentar em 1120 unidades por dia.
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