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O problema de controle 6timo

Considere um sistema continuo

z(t) = f(z(t),u(t),0<t<T

com z (0) = z( dado,

u(t) eU, 0<t<T

e um funcional custo associado da forma
h(a (1)) + o g (@), u(t))dt

O problema de controle 6timo consiste em determinar uma lei de
controle (denominada lei de controle 6tima) {u* (¢) : t € [0, 7]} que
aplicada ao sistema, minimize o funcional custo.




Proposicao 2.1, p.93

Seja V' (t, x) uma solucéo da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, ou
seja, V' é continuamente diferenciavel em (¢, x) e é tal que

0 = minyeylg(z,u) + V,V(t,x) + V.V (t,2)! f(z,u)]

com condicao limite V(7T x) = h(x).

Suponha que u* (¢, x) resolve o problema de minimo acima para todo

(t,2)

Seja {x*(t)|t € [0,T]} atrajetoria de estados do sistema quando o
controle w*(t) = p* (t,2*(t)) € aplicado e a condigéo inicial é x(0).




Proposicao 2.1, p.93
Suponha que {u* (t) : t € [0,T]} seja admissivel (continua por partes
em ¢ e contida em U).

Entdo V (¢, ) é a Unica solucédo da equacdo de HJB e ¢ igual a funcéo
otima, ou seja,

Vit,e)=J"(t,x),V(t, x)

Além disso, a lei de controle {u* (t) : t € |0,T]} é 6tima e a trajetoria
de estados 6tima é {x* (¢t) : t € [0,T]}.




O problema Linear Quadratico

Considere o sistema linear
T (t) = Az (t) + Bu (t)
e 0 custo total

oI (T) Qrx (T f z () +ul (t) Ru (t) dt

sendo as matrizes Q) e () simétricas semidefinidas positivas e a matriz

R simétrica definida positiva




O problema Linear Quadratico

Controle 6timo
uw=—R1'BTK(t)x
Equacao de Riccati no tempo continuo

K(t)=—-KtA—ATK(t)+ K(t)BR'BTK(t) — Q
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Seja a Equacao de Hamilton -Jacobi-Bellman:
0 = minyecylg(z,u) + Vi J*(t,z) + Vi JJ* (¢, 2)! f(z,u)]

com condicgéo limite J*(T, z) = h(x). Vimos que J*(t, z) satisfaz a
eguacao acima sob certas condicoes e

uw* (1) = argmingeylg(x*, u) + Vo J*(t, %) f(x*, u)]

e a lei de controle otima e {x* (¢) : t € |0,T]} a correspondente
trajetoria de estados otima
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Na equacao acima, nao € necessario calcular V_.J* para todos 0s
valores de x e t,

Basta calcular para um valor de x em cada ¢, ou seja, ao longo da
trajetoria otima, V,J* (¢, z*)

V. J*(t, x*) satisfaz uma equacéo diferencial chamada equacao
adjunta

Esta equacao sera obtida diferenciando a Equacao de Hamilton
-Jacobi-Bellman




Lema 3.1, pag. 97

Seja F' (t, x,u) continuamente diferenciavel em ¢, z e u e seja u* (¢, )
uma funcao continuamente diferenciavel tal que

w (t,x) = arg mingegF (t,x,u),Vt, x
sendo U um subconjunto convexo de R™. Entao

Vi{min,oF (t,x,u)} = Vi F (t,x,u*(t,x)), Vo, t

Ve {mingeuF (t,z,u)} = V. F (¢, z,u*(t, x)), Vo, t




Lema 3.1, pag. 97

Prova: Denote y = (¢, x), F'(y,u) = F(t,z,u) e u* (y) = pu* (t,x).
Como,

minger F (y,v) = F (y, u* (y))

entao

V {minuev F (y,u)} = Vy, F (y,u*(y)) + Vu*(y) VoI (y, u*(y))

Vamos mostrar que o segundo termo e zero. Para U = R™, ou seja,
w1 (y) € um minimo sem restricdo, V., I (y, u*(y)) = 0



Lema 3.1, pag. 97

Como para cada y fixo, x* (y) minimiza F' (y, u) temos que

(u—p* (y) 'V F (y,u*(y)) >0

Para uma variacdo y + Ay, o valor que minimiza muda de ¢* (y) para
w (y+ Ay) = (y) + V' (y)' Ay +o(Ay)

Entao

(Vi (y)" Ay + 0 (Ay)) "V F (y,u*(y)) > 0 VAy

Como a relacao acima deve valer para todo Ay suficientemente
pequeno, Vu*(y) V. F (y, u*(y)) = 0
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Considere a Equacao de Hamilton -Jacobi-Bellman:
0 = minyecylg(z,u) + ViJ*(t,z) + Vi JJ* (¢, 2)! f(z,u)]

Assuma que U é um conjunto convexo e u* (t, ) continuamente
diferenciavel. Diferenciando a Eq. HIB em x e em ¢, e aplicando o
lema anterior

0=V.g(z,p" (t,2) + Ve J*(t,2) + VI, J* (t,2) f (x, 0 (t,2))
‘I‘va:f (:Ea :LL* (tv Zlf)) vxj* (ta CC) (1)

0= VzJ* (t,2) + V2" (t,2)" f(x, 5" (t,2)) (2)
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As equacdes acima valem ara todo (x,t). Vamos calcula-las ao longo
da trajetoria e do controle 6timos: {z*(t),u* (¢) |t € [0,T]} com
w*(t) = p* (t, 2*(1))

Temos para todo t: z* (t) = f (z*(¢), u* (¢))
Entao, o termo:
Ve "t 27 () + Vi J* (a7 (8)) f (27(t), u (1))

de (1), é igual a seguinte derivada total com relacdo a ¢

d ‘(4 o
%(v:m] (t,[lﬁ (t)))
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De forma similar, o termo:
VET(t, 2 (1)) + V2, J* (£, 2*(1)" f (2% (), u* (1))

de (2), é igual a sequinte derivada total com relacdo a ¢

Lo i
SV (1,27 (1)

Denotando

p(t) = Vo J™ (t,27(t))
po(t) = Vi J* (t,z"(1))
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Equacao (1) fica

p(t) = =Vaf (2"(t),u” (1)) p(t) = Vag (27(2),u” (1))

Este sistema de n equacdes diferenciais de primeira ordem é conhecida
como Equacao Adjunta

Equacao (2) fica
Po (t) =0

OU po(t) = constante para todo ¢ € [0, 7]
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Da condicao final:
J* (T, x) = h(x)

e usando a definigédo de p(t) = V,.J* (t,x*(t)), temos uma condicdo
final para a Eg. Adjunta

p(T) = Vh(z*(T))
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Resumindo: ao longo das trajetorias de controle e de estado 6tima
u*(t) e x*(t), a Eq. Adjunta é satisfeita com condicao final
p(T) = Vh (z*(T)), enquanto que a equagao

uw* (1) = argmingeylg(x*, u) + Vo J*(t, %) f(x*, u)]
e a definicdo de p(¢) implicam

u* () = argmingey[g(z*, u) + p(t)" f(z*, u)]
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Formulacao Hamiltoniana: Define-se a funcéao
H(z,u,p): R" x R™ x R — R dada por

H(z,u,p) = g(x,u) +p" f(z,u)
A Eq. Adjunta

p(t) = =Veof (@7(t),u* (1)) p(t) — Veg (2*(1), u” (1))

fica

p(t) = =V H(z"(t),u(t), p(t))
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Principio do Minimo de Pontryagin: Seja u*(¢) o controle otimo e
x*(t) a correspondente trajetoria de estados o0tima, ou seja,

z*(t) = fz*(t), u* (1))

*(0) = x(0): dado

Seja p(t) a solucdo da Eqg. Adjunta
p(t) = =V H(z*(t), u"(t), p(t))
com condicao final

p(T) = Vh (2*(T))
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Principio do Minimo de Pontryagin: Entéo, paratodo ¢ € [0, 7]
u* (t) = argminyey H(z*(t), u, p(t))
Alem disso, existe uma constante C' tal que

H(z*(t),u*(t),p(t)) = =C

paratodo t € [0, 7]
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Para mostrarmos a Ultima afirmacéo, considerado a Eq. HIB
0 = mingeplg(z,u) + Vi J*(t, x) + Vo JJ*(t, 2) f(z,u)]

e as defini¢des de p(t) e po(t). Assim:

H(z*(t), u*(t), p(t)) = =ViJ*(t,27(1)) = —po(t)

e po(t) € uma constante.




Exemplo 3.2: Alocacao de Recurso,
pag. 103

Um produtor com taxa de producgéo x (¢) no instante ¢ pode alocar uma
porcao w« (t) de sua taxa de producéo para investir (produzir mais) e
uma porgdo 1 — u (¢) de sua taxa de producdo para produzir uma
mercadoria estocavel. Assim, x (¢) evolui de acordo com a seguinte lei

o (t) = yu(t)z (t)

sendo v > 0 uma constante dada. O produtor quer maximizar a
quantidade total de produto armazenado

J (= (t))x(t)dt

com0 < u(t) <1, paratodot € |0,7T]. Para uma dada taxa de
producdo inicial = (0) > 0, qual € a melhor agéo w (t) a ser efetuada?



Exemplo 3.2: Alocacao de Recurso,
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O problema de otimizacéo esta na forma padrdo com as seguintes
Identificacoes:

flx,u) =~yux

h(zx)=0
g(@u)=(1—-u)z
U={u:0<u<1}=10,1]

z (0) > 0 é a taxa de producéo inicial
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A Hamiltoniana é
H (z,u,p) = g (z,u) +p' f (z,u)
H (z,u,p) = (1 —u)x + yurp = [l + (yp — 1) u]

Se existe uma solucdo otima (u* (¢t) , x* (¢)) entdo deve existir uma
solucgéo p (¢) para a equacéo adjunta

p(t) (t) = =V H (z* (t) ,u" (t),p (1))

p(T) = Vh (2" (T))
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Note que
V.H (z,u,p) =Vx[l+(yp—1Dul=1+(w—1Du=~up+1—u

AsSIm,
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Suponha que obtemos p (¢). Neste caso, a solucdo otima u* (¢) deve
satisfazer o principio do maximo de Pontryagin

u* (t) = argmazy,ev H (2" (t) ,u, p (1))
u* (t) = argmazyepnzr” (1) 1+ (yp (t) — 1) u]

Como z (t) representa uma taxa de producéo, vamos supor que
x (t) > 0. Assim:

(i) Se p (t) > -, entdo temos 0 maximo em u* (¢) = 1
(i4) Se p (t) < -, entdo temos u* (t) = 0
() Sep(¢)

= % entdo temos u* (¢) pode assumir qualquer valor no
intervalo [0, 1]
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Voltando para a Eq. Adjunta, como p (T°) = 0, para uma vizinhanca de
T temos

Assim, devemoster p(t)=T —t

até que p (t,) = <, ou seja, até t, = T — =,
Y Y




s u* (t)

T-1/y
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N

T-1/y T t
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Parat <t =T — >, temos p (t) > =, assim
* (1) = _1

uw () =1 t<T—+

A Eg. Adjunta é dada por

p(t)=—p(t), t<T—3

1) _ 1
P (T N 5) !
Assim, devemos ter

p(t)=p (T~ 1) e (T43) = e (t-rd)




Exemplo 3.2: Alocacao de Recurso,

pag. 103
Portanto,
(1 seO§t<T_%
| qualquer valorentre 0e 1 set =1 — 1
-




s u* (t)

T-1/y
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T-1/y
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