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1. Transformacoes Lineares

DEFINICAO:

Sejam V e W espacos vetoriais reais. Uma funcdo de V.em W, T:V - W, ¢é
chamada transformacdo linear (TL), ou aplicacdo linear, se satisfizer duas
condicoes:

. TW+v) =T +TW), VUuvev

. T(au) =aT(), VUuEV;Va ER
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Exemplos

1) T:R?->R3T(x,y) = (3x,—2y,x — ) é linear.
2) T: R—>R,x > 3xo0uT(x) = 3x é linear. Aqui, 0s vetores sao n. reais.

Essa TL representa uma reta que passa pela origem. E, se uma transformacéo representa

uma reta que nao passa pela origem, ela € néo linear:
T: R—> R, T(x) =3x+ 1¢éndao linear.
3) T:R"->R" v-> —vouT(®) = —v é linear (simetria).
i. T:R3->R3, (x,v,z) > (—x,—y,—z) ou T(x,y,z) =(—x,—y,—z) ¢ linear

(simetria em relacéo a origem no R3).
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4)  T:R™ > R", (xq,+,x,) = (x4,0,0) ouT(xq,:,x,) = (x1,0,0) é linear (projecao).
i. T:R3-R3 (x,y,2) - (x,y,0) é linear (projecdo ortogonal sobre o plano Oxy).
i. T:R3-R3 (x,y,2) - (x,00) é linear (projecdo ortogonal sobre o eixo Ox).

5) Seja o EV V = M(n,n). A transformagdo T: A — AT, que leva A € V em sua transposta
AT €V, é linear.

6) SejaoEVV = B,(x) dos polinOmios de grau < n.

I. A transformacdo D:P,(x) —» P,_4(x), que leva f(x) €V em sua derivada
f'(x) € P_1(x),isto &, D(f(x)) = f'(x), € linear.

ii. Atransformacédo T: P,(x) » R, em que T(p) = ffp(x)dx (a,b € R) associa a cada

polinbmio p(x) € V sua integral definida T'(p) € R, € linear.
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Propriedades da Transformacdao Linear

1. T(0)=0
2. SeT:V —- W foruma TL, entao:
T(a,v1 + ayv;) = aT(W1) + a,T(v;) ; Vi, v; EV,Vay,a; ER
De forma analoga:
T(a,vi + -+ a,v,) =a,T(w)) +--+a,T(v,);Vv,eEV,Va, ER,i=1,--,n

Isto é: A imagem de uma CL de vetores € a CL das imagens desses vetores, com 0S

mesmos coeficientes.
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Suponha conhecidas uma base B = {v;,--,v,} do dominio V e as imagens

Decorre da Propriedade (2)

T(v{),--,T(v,) dos vetores de B. Sempre é possivel obter a imagem T (v) de qualquer

v € V, pois v é CL dos vetores da base e, pela propriedade da TL, tem-se:
TW)=a;T(w)) + -+ a,T(v,;), comv = a,v{ + -+ a,v,

Uma TL T:V — W fica completamente definida quando se conhecem as imagens dos

vetores de uma base do dominio V.

Exemplo: Sabendo que T:R? - R3> é uma TL e que T(1,—-1) =(3,2,-2) e
T(—1,2) = (1,—1,3), determine T (x, y).
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EXERCICIOS

1. Dentre as transformacoes abaixo, verifique quais sdo lineares:

a) T:R?->R%T(x,y)=(y—x0). Linear
b)  T:M(22) = R: T([CC‘ Z ) = det [‘C‘ Z . N0 Linear

. 2 2. >N\ 4 _ a b - xl - x2 .
c) T4xRe->R*Ty(v) =Av,comA = lc gl = yll ev = l)’z]' Linear
2. Determine a TL T:R? -» R3 tal que T(-1,1) = (3,2,1) e T(0,1) = (1,1,0). Encontre
v € R? tal que T(ﬁ) = (—2,1,-3). T(x,y) =(—2x+y,—x+y, —x); V= (3,4)

3. Seja T:R®*->R? uma TL e B ={v{,v,,v3} uma base do R3, com v; = (0,1,0),
v, =(1,0,1) e v; =(1,1,0). Determine T(5,3,—2), sabendo que T(v;) = (1,-2),
T(v,) = (3,1) e T(v3) = (0,2). T(5,3,—2) = (—10,20)
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2. Nucleo de uma Transformacao Linear
DEFINICAO:

Chama-se nucleo de uma TL T:V—-W o0 conjunto de todos os vetores

% € V transformados em 0 € W. Indica-se por N(T): T
; RO W
N(T) = (5 eV /T@) = 0) N T | .
/O .......................... .
Exemplo(): L e ~_

OnlcleodaTLT: R? - R, T(x,y) = x + y é 0 conjunto:

N(T) ={(x,y) € R*/T(x,y) = 0}.

Isto é: N(T) = {x(1,—1) / x € R} ou N(T) = [(1,-1)].
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DEFINICAO:
UmaTLT:V — W serainjetorase, parau,v € V:T(uw) =T(W) & u = v.
Ou, equivalentemente, T serd injetorase, parau,v € V:u # v = T(u) # T(V).

Em outras palavras: T € injetora se as imagens de vetores distintos sdo distintas.

TEOREMAI:

UmaTLT:V — W & injetora se, e somente se, N(T) = {0}.
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3. Imagem de uma Transformacao Linear

DEFINICAO:

Sejauma TL T:V — W. O conjunto dos vetores w € W que sdo imagens de pelo menos
um vetor v € V é chamado imagem de uma TL. Indica-se por Im(T) ou T (v):

Im(T)={weW; T(¥) =w paraalgum v € '}

T
2 R S
\ ......... Im(T)
N(T) .......................... .
e .
Observe: se Im(T) =W, T é sobrejetora, pois Vw € W existira pelo menos

umv € V tal que T(v) = w.
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Propriedade do Nucleo

Ondcleodeuma TLT:V - W éum SEV de V.

PROVA:

Sejam v;, 7, € N(T) e a € R. Entdo: T(¥;) =0 e T(v;) = 0. Deve-se mostrar que
T (V7 + ;) € N(T) e T(avy) € N(T):

. T@+0)=T@W)+T@W;)=0+0=0-€N(T)
. T(av)) =aT@)=a0=0-.€N(T)

Logo: N(T) éum SEV de V.
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Propriedade da Imagem

Aimagemdeuma TLT:V - W éum SEV de IW.

PROVA:

Sejam wy,w, € Im(T) e a € R. Deve-se mostrar que w; + w, € Im(T) e aw; € Im(T),
isto é, que 3 U, v € Vtaisque T(U) = wy + w, e T(¥) = awy:

Como wy,w; € Im(T),3v;,v; €V / T(vy) = wy; T(v) = wy.
Fazendo: u = v, + v, e ¥ = avy, tem-se:

. T@W) =T, +7v;) =T{y) +T{@;) =w; +w; -~ € Im(T)
Il. T®)=T(av)) =aTw;)) = aw; € Im(T)

Logo: Im(T) éum SEV de W.
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Exemplo (2): Se T: R®*—R3, T(x,y,z) = (x,y,0), determine N(T) e Im(T), uma base

para cada subespaco e suas dimensoes:

Im(T) = {(x,y,0) € R3/x,y € R}; dim(Im(T)) = 2 - plano Oxy;

N(T) ={(0,0,2z) € R3/z € R}; dim(N(T)) = 1 - eixo Oz.
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4. Teorema da Dimensao

Sejam V um EV de dimenséo finitae T:V — W uma TL. Ent&o:

dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(V)

Observacao: No Exemplo (2) foi visto que:
» Im(T) = Oxy - dim(Im(T)) = 2
» N(T) =0z - dim(N(T)) = 1

Logo: dim(V) = dim(N(T)) + dim(/m(T)) =3 eV = R3 = dim(V) = 3.
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Corolario:

Sejam V e W EVs de mesma dimensao e seja T:V — W uma TL. As seguintes
afirmac0es sao equivalentes:

a) T é sobrejetora.
b) T é bijetora.
c) T éinjetora.

d) T transforma base de V em base de IV/.
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Posto e Nulidade

Sejam V um EV de dimensao finitae T:V — W uma TL. Sdo validas as seguintes
definicoes:

I. O postodeT éadimensdo da Im(T);

Il. Anulidade de T é adimensao do N(T).

Assim, se um EV V tiver dimensao finita, o Teorema da Dimensao para uma TL

T:V — W, pode ser escrito da seguinte maneira:

Posto(T) + Nulidade(T) = dim(V)

16 LOB1037



, s
EXERCICIOS %

Nos problemas a seguir sdo definidas TLs. Determine:
a) N(T), uma base para esse subespaco e sua dimensdo. T € injetora? Justifique.
b) Im(T), uma base para esse subespaco e sua dimensdo. T e sobrejetora? Justifique.
1. T:R?->R%4T(x,y) =Bx—y,—3x+7y).
N(T) = {x(1,3); x € R}, dim(N(T)) = 1; Im(T) = {y(=1,1); ¥ € R}, dim(Im(T)) = 1.

2. T:R?->R%ET(x,y) =(x—2y,x+y).

N(T) = {(0,0)},dim(N(T)) = 0; Im(T) = R?, dim(Im(T)) = 2.

3. T:Pi(x) > R3T(ax+b) = (a,b,a—b).

N(T) = {0}, dim(N(T)) = 0; Im(T) = {(x,y,x — y); x,y € R}, dim(Im(T)) = 2.

a b

4. T:M(Z,Z)—>]R2,T([C ;

)=(a—b,a+b).

N = {0 O)ied e R}, dimv(m) = 2 1m(T) = R, dim(Im(T)) = 2.
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Sejaa TLT:R? — R3 tal que T(—2,3) = (—-1,0,1) e T(1,-2) = (0,—1,0).
a) Determine T(X, y), T(x,y) = (2x +y,3x + 2y,—2x —y)
b) Determine N(T) e Im(T); N(T) = {0}, Im(T) = {(a,b, —a); a,b € R}

c) ATL éinjetora? E sobrejetora? Justifique.

T é injetora, mas no é sobrejetora, pois: dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(V)

Seja T:R* — R3> a TL tal que T(1,0,0,0) =(1,-2,1), T(0,1,0,0) = (-1,0,-1),
T(0,0,1,0) = (0,—1,2) e T(0,0,0,1) = (1,-3,1).

a) Determine N(T) e Im(T); N(T) = {y(3,1,0,-2); y € R}, Im(T) = R3
b) Determine bases para o nucleo e a imagem;

c) Verifigue o Teorema da Dimensao.
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D. Inversa de uma Transformacao Linear

» A caracteristica de uma TL T:V — W de ser injetora e sobrejetora
(bijetora) recebe o nome de isomorfismo ou automorfismo. Neste

caso, 0s EVs sao ditos isomorfos ou automorfos.
Do ponto de vista da Algebra Linear, EVs isomorfos sio idénticos.

Pelo Teorema da Dimensao =2 EVs iIsomorfos tém mesma

dimensao.

De acordo com o Corolario do Teorema da Dimensao = um

Isomorfismo leva de base de IV em base de W
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DEFINICAO:

Um isomorfismo T:V - W tem uma transformacdo inversa,

T-1:W -V, que também é linear e um isomorfismo.

EXEMPLO:

SejaT:R3 - R3 dadapor T(x,y,2) = (x — 2y,z,x + y).

Se possivel, calcule T~1(x,y, 2).
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0. Operadores Lineares

DEFINICAO:

» As transformacoes lineares de um EV V em si mesmo, isto e, T:V — V, sé@o

chamadas operadores lineares sobre V.

Sendo um caso particular das TLs, as propriedades gerais dessas tambem

sdo validas para os operadores lineares (OLS).
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» Representa o operador que rotaciona um ponto P de um angulo & em torno da origem
e no sentido anti-horario, levando-o em um ponto P’.
» Das Coordenadas Polares: qualquer ponto P € Oxy pode ser representado pela

Ry: Rotacao no R?

distanciar = |ﬁ’>| do ponto até a origem O e pelo angulo ¢ formado entre r e 0 eixo

X = 1rcosQ

horizontal Ox, tal que {y — rseng

r = |0P| = |OP’|

> X
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Xq = rcosa

Portanto, as coordenadas polares do ponto P sao: y, = rsena

x, =rcos(a + 6)

E, do ponto P’: v, = rsen(a + 6)

, que equivale a:

X, = rcosacosf — rsenasenf X, = x1€0S0 — y;send
y, = rsenacosf + rcosasenfd |y, = x;senf + y,cosO

Reescrevendo em notacdo matricial, tem-se:

v

% [cos@ —sen@] [;C]ﬂ SRy = [cos@ —senH]

senf cos6 senf cos6
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Outra forma de analisar a Rotacdo
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» Considere, no EV V = R?, a base candnica C = {e],e,}. Suponha agora o efeito da

rotacao de um angulo em torno de um ponto sobre os vetores da base.

¢ Em outras palavras: o que acontece quando uma base {e;, e,} do R? é rotacionada

de um angulo 6 em torno da origem 0?

24

y A
. Re
Ae,

“I ———————————————— -
i AT X
| B .
i 0 i
: T |
: ¥ :
: — —>>— >

“‘ O . el X

LOB1037



%

Da figura anterior:
imagem de e; imagem de e,

fi= T(&) =T(1,0) = (cos,send); f,= T(&) =T(,1) = (—senh,cosd)
E lembrando que:

TU+v)=TW)+TW), VU, VEV

I. T élinear: ~ ~ . :
{ T(au) =aT(u), Vu e V;Va € R

i. (x,y) =x(1,0) + y(0,1), pois todo vetor € R? pode ser escrito como CL dos vetores de uma base.
ii. T(x,y) =T(x(1,0) + T(y(0,1)).

Tem-se:
T(x(l,O)) = x(cosO,senf) = T(x,0) = (xcosb, xsenb)

T(y(O,l)) = y(—send, cosf) = T(0,y) = (—ysend, ycosO)
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Assim:
T(x,y) =T(x,0)+T(0,y) = (xcosf — ysenf, xsenf + ycosf)

Escrevendo T (x, y) na forma matricial:

Tl =leons “cosol ]

/

: X cosd —senf X

ou ainda: [ ,] - [ ] [ ]
y Lsenf cos6 y

= — e

coordenadas do ]P =Rg coordenadas do
vetor em uma base vetor na base
qualquer P canonica C
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cos —senf

» Portanto:[I]§ = [senH cos @

De onde se conclui que a matriz mudanca de base de C para P € uma matriz de
rotacdo, que leva da base canonica C para uma base P, obtida de C pela rotacdo de

um angulo 6.

» Como a matriz de rotacdo € uma matriz de mudanca de base, tem-se que:

. ¢\~1 _[ cosf senf
l]c = ([I]P) —senf cos@

e a matriz que relaciona as coordenadas de qualquer vetor da base P com as suas

coordenadas em relacéo a base C.
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» Arotacdo no espaco é um OL no espaco, entendido como uma TL de R3 em R3.

Observacao: Rotacao no R3

Dentre as possiveis rotacdes no espaco, destacam-se aquelas em que cada ponto P € R3
descreve um angulo 8 em torno de um dos eixos coordenados Ox, Oy ou Oz.

» Arotacdo em torno de Oz pode ser geometricamente representada como:
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» Para a rotacdo em torno de Oz:

cos@ —senf 0
T,(x,vy,z) = (xcosO —ysenf,xsenf + y cosf,z) = |sen b cosf O
0 0 1

» Para a rotacao em torno de Oy:

p—
o

cos@ 0 —senb
T,(x,y,z) = (xcos@ —zsend,y,xsenb + zcosf) = 0
senf O cos 6

» Paraarotacdo em torno de Ox:

1 0 0
T,.(x,y,z) = (x,ycos@ — zsenf,ysenf + z cosf) = lO cosf —sen 9]
0 senf cos 6
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EXERCICIOS

Mostre que, para uma rotacdo de 6 = %, o vetor v de coordenadas v, = (4,2) na

base candnica C, tera coordenadas ¥p = (v/2,3+v2) na base P.

Os pontos A(—1,—1), B(4,1) e C(a, b) sao os vertices de um triangulo retéangulo
Isosceles, reto em A. Determine as possiveis coordenadas do vértice C, fazendo uso

de matriz de rotacio. C(-3,4) ou C(1,—6)

Determine a matriz do OL de R? em R? que representa a sequéncia: (1) rotacdo de

% no sentido horario; (2) duplicacdo dos modulos; e (3) inversdo dos sentidos.

_ x/_ —1
123 —\/§
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