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3.3.1 Condicoes de Fronteira Mistas

Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde
ao problema do calor em uma barra de comprimento L que do lado esquerdo esta
mantida a temperatura zero e do lado direito é mantida isolada.

o _ o

gt ax?

u(x,0)=f(x),0<x<L
du

u(0,t) =0, E[L’” =0

Vamos procurar uma soluc¢do na forma de um produto de uma fun¢do de x por uma
funcao de t, ou seja,

u(x,t) = X(x)T(t).
Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos
" X" (x)T(t) = X(x)T'(t)

que pode ser reescrita como
X"(x) 1Tt
X(x) o> T(t)




MAP2320

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto 56 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) _ 1Tt

X(x) a2 T(t) = A

Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordindrias com condices de fronteira

X"(x)—AX(x)=0, X(0)=0, X'(L)=0 (3.11)
T'(t) —a*AT(t) =0 (3.12)
As condicdes de fronteira X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que

0=u(0t)=X(0)T(t) e 0= g_:(L,:} — X'(L)T(t).
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A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solucdes,

Se A = 0: X(x) = creV* + coe VAT,

SeAd =0: X(x) =01 +02x.

Sed < 0: X(x) =cysen(+/—Ax) + ¢z cos(+/—Ax).

As condicoes de fronteira X(0) = 0e X'(L) = 0 implicam que
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Se A =0:
Substituindo-se ¥ = 0e X = 0 em X(x) = c1e¥™ + e V2*, obtemos que
0 = ¢1 + ¢z, 0ouseja, c; = —c1. Logo

X(x) = cq(e¥** — ¢ VAT),

Agora substituindo-se x = Le X' = 0em X'(x) = vAcy(e VA 4 o=VAX) obte-
mos que se ¢1 # 0, entao

eVAL _ VAL

0 que nao € possivel se A = 0 (s0 € possivel se A = 0).
Sed =0:
Substituindo-se x =0 e X = 0em X(x) = 1 + c2x, obtemos que ¢; = 0. Logo

X(x) = cox.

Substituindo-se x = Le X' = 0 em X'(x) = ¢2, obtemos que também c> = 0.
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Sel <0:
Substituindo-se x = 0e X = 0em X(x) = cysen(yv—Ax) 4 o2 cos(v/ —Ax),
obtemos que ¢; = 0. Logo

X(x)=crsen(v—Ax).
Agora substituindo-sex = Le X' = 0em X'(x) = v/ —Ac2 cos(+/ —Ax), obtemos

que se ¢; # 0, entao
cos(v —AL) =0

o que implica que

v —AL = w, parap =0,1,2.3,...

22
PRl lej' T oa=0123...




MAP2320

Portanto o problema de valores de fronteira (3.11) tem solugdes fundamentais

. (2n +1)mx

Xops1lx) =se , paran =0,1,2,3,...

2L
Substituindo-se A = —l"—ﬂﬁ na equacao diferencial (3.12) obtemos
() + a”(2n + IJEHET{” 0

412
que tem como solucao fundamental

a:znjlrz - 1]2 a2

Toniq(t) = 47 t, paran =0,1,2,3,...
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Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condicdes de fron-
teira tem solucgdes fundamentais

on + 1)mx _oenifs
Hon+1 [Irt] — xer—] [I}Tlrz—'l“) = sen { EL} e T

Além disso, combinacdes lineares dessas solugdes sdo também solucao

N N w2 (41122
2n + 1)mx _xinilyw
u(x, t) = E Cop+1Mon41(X, t) = E Cop+1 5€11 ( i ) e AL

n=0 n=>0 '

Vamos supor que a solucdo do PVIF seja a série

o= = 2+ 1)y _=@ye
H(Irt] — Z E2r2+1u2rz+1|[xr'l‘} — Z Cap+15eT1 ( oL } e AL
n=0 n—>0 '
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Entdo, para satisfazer a condicio inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condi¢io

(2n+1)mx
2L '

flx) =u(x,0) = E Cop+1 5€N
=0

Esta é a série de Fourier de senos de indice impar de f(x).
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2.1 Teorema de Fourier

Teorema 2.1 (Fourler). Seja L um nitmero real maior que zero. Para toda fungio f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

> t m t
Se(t) = 2o, Y. HHCDSE +3Y bnsenﬂ,
2 n=1 L n=1 L

em que
1 /L nrt
ay, = E_/._Lf(f)CDSTdf paran =0,1,2,...
1 st noct
b, = E./._Lf{f)seanf, paran=1,2,...

converge para f nos pontos de (—L, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

oo

= t t
f(t) = %D - ,§1 Ay COS % + ,§1 by, sen %, parat € (—L, L) em que f é continua.
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2.1.4 Tabela de Coeficientes de Series de Fourier

Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares

) B . ) 1 L nrtt ) 1 L nitt
filFLL =R -1<c<d<1 | an(f,l)=1 f_L_f(t}Los Tt bu(f,L) =1 f_L_f (t) sen
a I’J'{D:I L)y = d-—c i
(0 1, t € [cL,dL 0\ gdr - - ) n
-fgff;[t} - { 0 (SiflSD cc[:;tréri-]:} f;‘m 1 |”"“f bn(f I.’[E}’L} - _JTCDSS | ,
! fy (kfc;df’ L\J — ETT SE‘I'ISlH - nnc

(1 "
ao(f' ), L) = L(a® - ) )

f[”[f} _ i, setce [CL,{ITL] ﬂ;;{ﬁﬁf},f—d} _ b”{-rfﬁf’j—"} - i
Jed | 0, caso contririo wed nod L (—scoss + sens) "
ﬁz%f (s sens 4 coss) . e nc
- , _ ﬂn{_f.:[j_)*L} = 5@ -2 b (F?, 1) =
J{l--:_zjlm _ | 5, sete [cL,dL.] ﬂ”{f[?j};-['} _ cd’ .
‘ed 0, caso contrario e ned L. (2ssens+ (2 —s?) coss)
ne nc

mL_;[; ((s* —2) sens + 2scoss) -




2.1.1

Séries de Fourier de Fungoes Pares e Impares

Ou seja, se uma funcéo f : [—L, L] — R é par a sua série de Fourier tem somente os
termos em cossenos,

t
Se(t) = 2 0 4 Z Ay ms%

Para as funcoes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem par no intervalo [—L, L]:

. f(=t), se—L<t<0
f{f):{f(f}, S,eﬂgf{i

¢é a extensao par de f. E assim temos o seguinte resultado.

nit

ay = %./_LL"‘E f}ms—df_ /f(f}cns

Ly

Figura 2.3 — Prolongamento par de uma funcéo definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
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Series de Fourier de Funcoes Pares e Impa 5 MAP2320

Ou seja, se uma funcéo f : [—L,L] — R é impar a sua série de Fourier tem somente
os termos em senos,

Se(t) = ih sen ——.

Para as fungdes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem impar no intervalo [—L, L]:

f{f)z{ ;f{—f), se—L<t<0

(1), se0 <t <L

é a extensdo impar de f. E assim temos o seguinte resultado.

1 L nt nrt
by = E.[_Lf(f}sen—df L[ff}sen—df

' 4 — Prolongamento impar de uma funcio definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
Figura 2.4 — Prolongamento impar de uma funcdo definida inicialment mente no intervalo [0, L]




Figura 2.3 —

Figura 2.4 —

LY
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A mesma func¢ao no intervalo [O,L]
pode ser aproximada por séries de
Senos OU COSSeNos.

Se a funcao for polinomial pode-se
usar os coeficientes da tabela para o
intervalo [-L,L] multiplicando os
coeficientes por 2.
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2.2 Séries de Fourier de Senos e de Cossenos de indices impares

Andlogo ao caso de integracdo de funcoes impares no intervalo [—L,L], se
h: [0,2L] — R é simétrica em relacao ao ponto (t,y) = (L,0), ou seja, se é tal
que

h(2L —t) = —h(t), paratodot € [0,L],

entao (verifique!)
2L

| h(ndt =0, (2.19)

Também andlogo ao caso de integracio de fungdes pares no intervalo [—L, L], se
h:[0,2L] — R é simétrica em relacdo a reta t = L, ou seja, se é tal que

h(2L —t) = h(t), paratodot & [0,L],

entdo (verifique!)
2L L
/; h{tj::!tz?fﬂ h(t)dt. (2.20)



2L L
Indi f h(t)dt =2[ hit)dt. _ 2L MAP2320
,n e 0 (*) Jo (t) Indice [ hit)dt = 0.
impar Jo
par
4 Y ¥
n=1 n=2
I
|
I t t
| | - I
L L L
I
|
|
A Y I ¥
n=23 n=4
I
I
! ! !
2 ! 3 EIL L
|
I

Figura 2.20 — sen ——, paran — 1,2,3,4

-
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Ja vimos que se uma funcao f : [0,2L] — R é continua por partes com derivada f'
também continua por partes, entao pelo Coroldrio 2.5 ela pode ser representada por
sua série de Fourier de senos

nt

fit) = '?;1 by sen 57

com os coeficientes dados por

serie de senos et

b 2 [ d 1
n = ZE./ﬂ f[t}b@llif paran=12,...

Se a funcdo f é simétrica em relacao a reta t = L, isto é, se
f(2L—t) = f(t), paratodot € [0,L],

COmo sen

2{;? ¢ simétrica em relacdo ao ponto (t,y) = (L,0) (veja a Figura 2.20),

entao o produto f(t)sen ot

2L
2k +1)mt
sen [ ;_ ) & simétrica em relacao a reta f = L (veja a Figura 2.20), entao o pro-

. (2k + 1)t
2L

¢é simétrico em relagao ao ponto (¢, y) = (L,0) e como

duto f(t)se

é simétrico em relacdo a reta t = L (verifique!).
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Assim,
separando os coeficientes em de indice par e de indice impar e usando as relacbes
(2.19) e (2.20) obtemos que:

b2k=u/
4L

X2 série de senos e x2 pela simetria

B &K+ 1)mt B
by = o- [H f(t)sen-=——dt parak=0,1,2,...
E assim
o (2k + 1)t
f(t) =Y bay.qsen 57— Parate€ (0,2L)

k=0

Ou seja, se uma funcao f : [0,2L] — R é simétrica em relacdo a reta t = L, a sua série
de Fourier de senos tem somente os termos de indice impar.

Para as funcoes f que sao definidas apenas em [0, L| podemos prolongé-las ao inter-
valo [0, 2L] de forma que elas sejam simétricas em relacdo a reta f = L, ou seja,

B} b, e <t <L
f(t) = { ;Eg];'___tj, ng:{:zL

¢é simétrica em relacao a reta t = L. Assim temos o seguinte resultado.
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i SR

2L

Figura 2.21 — Prolongamento com simetria em relacdo a reta t = L de uma funcao detinida inicialmente somente
no intervalo [0, L]
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Corolario 2.9. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de senos de indice impar de f

& o]
Ssif(t) = Y byy.q sen w
k=0
em que
B (2K + 1)t -
I ﬂff(t]sen ot parak =0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
senos de Fourier de indice impar:

oo
fit) = E baj+1 sen %, parat € (0,L) em que f é continua.

k=0
Além disso se f : R — R definida por
= t), 0<t<lL
Ft) = { ;EEJL—#), wl <t <2l
f(t)=—f(—t), se 2L <t <0, f(t+4L)= f(t).

ou seja, f é a extensio de f que é periddica de periodo 4L, impar e simétrica em relagio a reta t = L, entido

oo
f(t) =Y by.qisen %, para t € B em que f é continua.

k=0



Como calcular a série de senos de indices impares de uma
funcao no intervalo [O,L]

Sendo a func¢ao polinomial utilize a tabela com as seguintes alteracdes:

Substitua o valor de L por 2L

Considere as fracdes c e d em relacao ao intervalo 2L (ou seja divida-as por 2)

Aplique a combinacao linear dos coeficientes da mesma forma anterior

Ao final multiplique por 4



De forma analoga o mesmo raciocinio
pode ser executado para as séries de
cossenos de indice impar
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Ja vimos que se uma funcio f : [0,2L] — R é continua por partes com derivada f'
também continua por partes, entdo pelo Coroldrio 2.4 ela pode ser representada por
sua série de Fourier de cossenos
ntt
f(t) = b
} :L_:l ST 2L

com os coeficientes dados por

iy = I__/ f{tjcasﬂ—mdt paran =0,1,2,...

Se a funcao f é simétrica em relacao ao ponto (L, 0), isto &,

f(2L—t) = —f(t), paratodot € [0, L],

e
como cos ——— € simétrica em relacdo a reta t = L (veja a Figura 2.22), entao

2L
o produto f(t }mﬁ é simétrico em relacdao ao ponto (t,y) = (L,0) e como

2L
(2k erll}m é simétrica em relacdo ao ponto (t,y) = (L,0) (veja a Figura 2.22),

entdo o produto f(#) cos (2k ;ljm

Cos

é simétrica em relacio a retat = L (verifique!).



. 2L L

Indice 2k _ Indice n(tydt =2 [ n(pyar. MAP2320

; h(t)dt = 0. . ;

impar 0 oar ,

' I -
|
|
| | i
: 2L
|
|
Ay A Y
n=23 n=4
|
|
— | —
2 L 5 2L L# q 5 q ZL

|
|
|

y —

- : F'-.lf.l':.ll H -l r

[l
4
s

Figura 2.22 — cos —

il
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Separando os coeficientes em de indice par e de indice impar e usando as relagbes
(2.19) e (2.20) obtemos que:

g = 0

4 L (2k +1)mt
Aoy = E[u f(t)cos T dt parak=0,12,...

E assim - L1
fl(t) = ;Jugkﬂ Cos (2 ;L Jm, parat € (0,2L)

Ou seja, se uma funcao f : [0,2L] — R é simétrica em relacdo ao ponto (L,0), a sua
série de Fourier de cossenos tem somente os termos de indice impar.

Para as funcoes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolongé-las ao inter-
valo [0,2L] de forma que elas sejam simétricas em relacdo ao ponto (L, 0), ou seja,

F t), D0<t<L
f“3'={{5rjm,_f;., wl<toal

é simétrica em relacdo ao ponto (L, 0). E assim temos o seguinte resultado.
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by

IS

Figura 2.23 — Prolongamento com simetria em relacao ao ponto (t,y) = (L,0) de uma funcao definida inicial-
mente somente no intervalo [0, L]
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Corolario 2.10. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0,L] — R continua por partes tal que a
sua derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de cossenos de indice impar de f

. = (2k + 1) mt
Scig(t) = j:gjazm cos ————r)
em que
A1 = EL[f 2k+1] ————dt parak=0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
cossenos de Fourier de indice impar:

o2
fl(t) = Z Az)+1 COS w parat € (0,L) em que f é continua.
k=0
Além disso, se f : B — R definida por
Fp) — f(t), seD<t <L,
FO =0 ZfoL—1), seL<t<2l,

f(t)y=f(—t),se—2L <t <0, f(t+4L)=f(t),
ou seja, f é a extensio de f que é periodica de periodo 4L, par e simétrica em relagio ao ponto (t,y) = (L,0), entdo

f(t) = E A3} 1 COS (2 ;L”m, para t € R em que f é continua.
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Exemplo 2,12, Determine as representacdes da fungdo f: [0, L] — R em termos das
séries de Fourier de senos e de cossenos de indices impares:

) se0<t<L/2
f'i”—{ t—L/2, sel/2<t<lL,
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v

L/2 L

Se considerarmos o intervalo [-2L,2L] os valores de c e d sdo respectivamente 1/4 e 1/2

A combinagao linear para os coeficientes é dada por: Referente ao
Ch =4 % |cy (f(l) , 2L

intervalo [-2L,2L]
—L/2 ( 0 ,ZLﬁ
1,1, /2 * ¢y f1/4’1/2
Linear no intervalo [1/2,1] em constante no intervalo [1/2,1]

Série de L L] : em [-L,L] que equivale a
o ,L] que equivale a [1/4,1/2] -
indices em [-2L2L] [1/4,1/2] em [-2L,2L]

impares
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Coeficientes das séries de cossenos de indice impar

Atencao para a escolha do c¢,d adequados !

0,2L]: /

(0)

(1 - .
axa = ame(fy1,20) — gaxe(fy ), 20)
/ 13 13
EL 2k |_]}.1 .L 1 2k |_|}Z"[
= 4. TEEs (ssens + t:u:ra.5}|mI yx ~ 5 4. W—U?Tbens (4 1y
- 8L (2k+1)m  cos (2k+1)m 2L cen (2k+1)m
T @\ T 2k+ 1) 2

417 (%K+1)7 -
. oL = |4 (CC‘S [ 7 —cos T]T) sen "ﬂ‘;”” (2k + 1)t
f(t) = — E + cos
k=0

2k + 127 2k +1) 2L
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']
Lo
- t
-
L
L2+ L2+ L2+
1
LY =3 L2y di =4 L2 Y
t | t
——— ™= = — = —
L L
L2+ L2+ L2+

Figura 2.24 — A funcao f : [0,L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrério e as
somas parciais da sua série de Fourier de cossenos de indices impares, para k= 0,1,2,3,4,5.



MAP2320
Coeficientes das séries de senos de indice impar

Atencao para a escolha do ¢,d adequado !

L y
bops1 = f?zi.+1(f':1%r -}—Ebzi:ﬂifﬂr?f-]
/ 2L =L 1 12 b
= Y@y R T
@ @i
- 8L L klm @k lry 2L (2k+1)7
~ (k41272 2 1 2k+L)m o 2
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|.
L2+ o N =2
t t t
|- — - [
L L
L2+ L2t L2+
J |.
LY i =3 L2y = 4 Lo Y
t | t
™ ™
L L
L2t L2+ L2+
Figura 2.25 — A funcao f : [0,L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2, L] e f(t) = 0, caso contrdrio e as

somas parciais da sua série de Fourier de senos de indices impares, para K =0,1,2,3,4,5.



2222222
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Exemplo 3.4, Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente # = 1, a extremidade da esquerda mantida a temperatura
zero e extremidade da direita isolada, ou seja,

u(0,t) = ?]—:{413,:] —0

e tal que a temperatura inicial € dada por

Flx) = 0 sel<x<20
] x—20, se20<x <40

Temos que resolver o pmblema de valor inicial e de fronteira

(Fu o

ot
Y ul(x,0)=fix), 0 <x < 40

u(0,t) =0, g—:{éﬂ,t} =0
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A solucdo é entao

(2n —;}HIE_ (ri1p2n?

o
u(x,t) = Y copy18en
n=0

em que cy sao os coeficientes da série de senos de indice impar de f(x ), ou seja,

Cpt1 = 4 (%ﬂﬂfi:ﬁﬂ] — 20by 44 Lf_ﬂ,ﬂﬂ})
= 4. 2L [—scmss+59n5]|&#—£.4._—1cﬂsg T
(2k +1)2m2 @i 3T 2k + 1) 241y
_ 8L ( @k+1)m (2 1;m) 2L (2k+D)m
(2 +1)2m2 2 1 Zk+1)7 2

Portanto a solucao ¢ dada por

(Zk+1)m (2k+1)m T .
4 (ﬂ-ﬁ'“ 2 sen = cos FLUT (2% + 1)t _ni1?a?
— S21 [ &40 .

. 80 —
uixt) = a‘g}[ PR 2k+ 1) 80
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Figura 3.4 — Solucao, u(x,
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, do PVIF do Exemplo 3.4 tomando apenas 6 termos nao nulos da série.



Exercicio

5

3.2. Resolva o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde ao problema do calor em
uma barra de comprimento L que do lado esquerdo esta mantida a temperatura fixa T7 e do lado direito
e mantida isolada.

((ou _ 2
ot oxl
y u(x,0)=f(x),0<x <L
Ju
| u(0,t) =T, a(L,t] =0

Utilize a soma de uma solucao em regime permanente e uma solucao transiente



/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

homogéneas
du 2 % u
ot a2

uix,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

Problema Homogéneo

C.C. de Mistas
W _ P
a0 a2

d

M,
0,t) =0, —(L,t) =0
u(0,t) =0, =(L1)

/

u(x,0)=f(x), 0<x=<1L

/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

du L d%u
a
u(x,0)=f(x), 0 <x<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

MAP2320

/

Problema Homogéneo
C.C. de Neumann

homogéneas

du  ,0%u

ot o2
u(x,0)=f(x), 0<x <L
o _ du .
E{El,t_l =0, E””H =0

Problema Nao-Homogéneo

u(x,0)=f(x), 0 <x=<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

]
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