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4.4 Solucoes

4.4.1 Solucoes dos exercicios sobre variaveis aleatérias de Bernoulli

Solucao do Exc. 48 é idéntica aos argumentos do Exemplo 42. A tnica diferenca é que o
exemplo trata variaveis de Bernoulli cujo parametro p = 0, 7, enquanto que no presente exercicio
p=0,8.

Solucao do Exc. 49. O fendémeno ao qual o presente exercicio tenta atrair sua atengao é que
X1+ X, é diferente de X; + X5 onde X5 tem a mesma distribuicao que X; mas é independente
de X;. Abaixo, vou apresentar tudo em detalhes.

Seja entao X; uma varidvel aleatéria Bernoulli(0, 2). Vamos introduzir varidvel aleatéria Y
como 2X;. Voceé definitivamente nao encontra nenhuma dificuldade no célculo da distribuigao de
Y, pois tal célculo foi lhe explicado e justificado no Capitulo 3, naquela sua parte onde falava-se
sobre transformagoes de variaveis aleatorias. No caso de Y, a transformacao é “multimplicacao
por 27, e de acordo com o ensinado, a distribuicao de Y obtem-se por multiplicacao por 2 dos
valores de X7, sendo que as probabilidades ficam intactas. O resultado estd abaixo:

yl| O 2
PlY =y] || 0,8 0,2

Até o momento, tudo estd certo. O probelma aparece se a gente escrever Y da seguinte
maneira que € totalmente equivalente a escrita 2.X;, eis esta: Y = X; + X;. O problema
supracitado aparece no processo de calculo da distribuicao de Y seguindo a regra do calculo da
distribuicao de soma. Vou primeiramente mostrar a abordagem correta e depois a equivocada,
que é aquela que leva ao problema. Na minha exposicao, o primeiro passo é a construcao da
tabela de distribuicao conjunta das variaveis cuja soma da Y. Eis esta:

X, T o0 1
X1

0 0,8] 0
1 0 ]0,2

No segundo passo, se faz as somas de todos os pares de valores:

y 0+0[0+1[1+0[1+1
PlY=y| ] 0,8 | 0 0 0,2

No terceiro passo, que é o passo final, eliminam-se as colunas cujas probabilidades sao nulas.
O resultado final é a tabela que foi derivada no paragrafo acima pela aplicagdo do raciocinio
que enxergava Y como 2.X;.

Entao, mostrei para voceé que o calculo da distribuigao de Y leva ao mesmo resultado queira
vocé enxergar Y como 2X;, ou queira vocé enxergar ela como X; + X;. A coincidéncia mos-
trada é importante para vocé ganhar a confianca de que os métodos até o momento ensinados
funcionam sem falhas (pois na auséncia dessa coincidéncia, vocé suspeitaria ou nas falhas de
ensino ou nas falhas de sua aprendizagem). O que talvez ficou ainda estranho para vocé é a
construcao da tabela de distribuicao conjunta que foi usada para o calculo de X; + X;. Vou
fazer comentarios apropriados abaixo.

Muitos mistérios ao redor da tabela serao naturalmente explicadas se nds esclarecermos para
nos mesmo quem sao o “par’ de variaveis envolvidas na tablea. A resposta é direta: E X e
Xi, quer dizer, X; e ela mesma. Isto significa que se X; assumiu valor 0 (ou 1), entdo “ela
mesma’ é obrigada assumir 0 (respectivamente, 1). Isso explica a razao pela qual as celulas
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da tabela carregam probabilidades nao nulas somente para os pares de valores (0,0) e (1,1).
Ainda mais, j& que X; é Bernoulli(0,2) entao 0,2 deve ser a probabilidade dela, junto com a
copia dela, assumir o par (1,1), e pelo mesma razao, 0,8 deve ser a probabilidade da tabela na
celula correspondente ao par (0,0). Isso tudo justificou a construgao da tabela como foi feita
acima. S0 talvez vale notar que os argumentos agora usados sugerem que seja inadequado o uso
de negrito na marcacao de valores de uma de X;. A razao é que na situacao aqui considerada,
nao ha “outra” X; e, portanto, nao ha outro valor, seja esse 0 ou seja 1, que é diferente do
valor da “primeira” X;. Apesar disso, eu prefiro deixar a marcagao em negrito, pois ela indica
a regra pela qual a tabela bi-variada gera a tabela feita no segundo passo.

A situacao muda-se drasticamente quando eu desejar achar Z que eu defino como X; + X,
sendo que sobre X5 eu declaro que ela tem a mesma distribuicao que X; mas é independente de
X;. Nesse caso, a tabela da distribuicao conjunto de X; e X, faz-se seguindo a regra ilustrada
no Exemplo 42 (que usa essencialmente a independéncia entre X; e X5). Eis a tabela:

X 0 1
X5 y | P[X; =y
0 (0,8)2 [0,8-0,21[[0 0,8
1 0,2-0,8| (0,2)? 1 0,2

| r | o | 1 |
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Observe que a tabela agora construida difere-se completamente da tabela da distribuicao “con-
junta” de X7 com ela mesma. A peartir da tutlima tabela, é facil obter a distribuicao de Z
(recorde, Z foi definida como X; + X5). Quanto a comparagao entre as esperangas e entre as
variancias de Y e de Z, as contas sdo obrigadas a dar F[Y] = F[Z]. A razao dessa igual-
dade adveio dos seguintes calculos (que empregam as propriedades genéricas da esperanga):
FE[Y] = FE2X,] = 2IE[X4] e E[Z] = F[X1 + X5] = F[X;] + E[X,] = 2[F[X;] (na tltima
passagem usa-se que IE[X;| = IE[X3] o que se justifica pelo fato de X; e X5 terem a mesma
distribuigao). Entretanto, Var[Y] e Var[Z] terao valores diferentes. Embora a diferenga pode
ser provada em forma genérica, é suficiente que voce verifica-la fazendo as contas numéricas. E
claro que nas suas contas voce precisa partir das tabelas de distribuicao de Y e de Z.



