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Chapter 6

Minimizacao irrestrita e
busca linear

A minimizacdo de uma funcdo continua de n varidveis, sem vinculos, é
um dos problemas classicos da otimizacdo nao linear. Existem intmeras
situacoes da realidade que sao modeladas dessa maneira. Quando a funcao
é derivavel, a condicao necessaria de primeira ordem para minimizadores
estabelece que o gradiente deve se anular. Em casos muito simples, como
os tratados nos textos de calculo multivariado, é possivel calcular manual-
mente todos os pontos criticos o que, geralmente, leva a encontrar solugoes
globais, quando estas existem. Mas, quando o nimero de varidveis ou a com-
plexidade da funcao aumentam, as manipulacoes isoladas sao insuficientes
para achar sequer pontos estacionarios. E necessario, entao, apelar para
métodos numéricos, quase sempre iterativos. Os algoritmos estudados neste
capitulo funcionam da seguinte maneira: dado o iterando x; determina-se
uma direcao di ao longo da qual, em principio, é possivel fazer diminuir o
valor da funcéo objetivo. A seguir, calcula-se um comprimento de passo que
permita uma diminuigao razoavel. O método de Newton, os quase-Newton,
e os chamados métodos de Newton truncados podem ser adaptados para
funcionar com este esquema.

6.1 Algoritmos gerais

Vamos considerar o problema de minimizacao sem restricoes

Minimizar f(z)

ve Y (6.1.1)
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com a hipétese inicial de que f € C*(IR™).

Neste capitulo consideraremos sempre que || - || é a norma euclidiana, emb-
ora muitos resultados sejam independentes dessa identificacao. Os métodos
para resolver (6.1.1) sdo iterativos. A aproximagdo 41 estd bem definida
e satisfaz f(xr11) < f(xzk) se Vf(xg) # 0. Para a definicao desses algorit-
mos, usaremos diregoes ao longo das quais, pelo menos dando passos muito
pequenos, é possivel fazer decrescer f(z). Assim, dado z € IR", d € IR" é
chamada direcdo de descida a partir de x se existe € > 0 tal que, para todo
t € (0,¢l,
flz+td) < f(x) .

As diregoes que formam um angulo maior que 90 graus com o gradiente sao
direcoes de descida, como vemos no seguinte lema.

Lema 6.1.1
Se Vf(x)'d < 0 entdo d é direcio de descida.

Prova: Como Vf(z)Td = }/ir% flat tai) — /(@) e por hipétese Vf(z)Td <

0, entdo para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos f(x + td) < f(x).
QED

A direcao d = —V f(x) é chamada dire¢do de mdzima descida a partir de x.
Se consideramos todas as direcbes com norma euclidiana unitaria no espaco,
é facil ver que a derivada direcional mais negativa se realiza nessa direcao.
A solucao do problema

Minimizar f(z) sujeita a ||z — Z|| < e,

onde f é qualquer funcao tal que V f(z) = Vf(z), é um ponto z(e) tal que
[z(e) — z]/||x(e) — Z|| tende & diregdo de maxima descida quando ¢ tende a
0.

O protétipo de todos os métodos que veremos neste capitulo é o seguinte
algoritmo.

Algoritmo 6.1.2 - Algoritmo basico que usa diregoes de descida.
Dado zj € IR™ tal que V f(xx) # 0, escolher dj, direcao de descida e t > 0

tais que

[y +tedy) < f(ag) .
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Tomar xg11 = x + trdg.

Exercicio 6.1: Mostrar que o Algoritmo 6.1.2 estd bem definido, no sen-
tido de que, sempre que V f(zy) # 0, é possivel encontrar t; satisfazendo a
condi¢ao de descida.

Naturalmente, gostariamos que a aplicacdo do Algoritmo 6.1.2 nos levasse
sempre, depois de um nimero razoavel de iteragoes, a um minimizador global
de f. Isso nao vai ser possivel. De fato, o algoritmo assim definido é im-
potente até para nos conduzir a pontos estacionarios no limite. Existem
exemplos em uma varidvel que mostram que a seqiiéncia gerada por ele
pode convergir a um ponto nao estaciondrio.

Exercicio 6.2: Exibir um exemplo do tipo dos mencionados no paragrafo
acima.

Uma das razoes pelas quais o Algoritmo 6.1.2 fracassa em encontrar mini-
mizadores ou, até, pontos estaciondrios, é que pedir apenas que f(zy+ trdy)
seja menor que f(xx) é um objetivo excessivamente modesto, pois, na real-
idade, um descenso mais enérgico pode ser conseguido ao longo de direcoes
de descida. A chamada “condicao de Armijo” substitui o descenso simples e
serve para invalidar alguns dos contra-exemplos que podem ser construidos
para desqualificar a condi¢do de descenso simples. No seguinte teorema
mostramos que a obtencao do descenso baseado na condi¢ao de Armijo é
sempre possivel.

Teorema 6.1.3 - Condigao de Armijo.
Sejam x, d € IR"™ tais que Vf(z) #0, Vf(x)Td <0 ea € (0,1). Existe
e =¢e(a) >0 tal que

flz+td) < f(z) + atVf(z)'d (6.1.2)
para todo t € (0,¢].

Prova: Temos

flz+td) — f(z)
t

0# Vf(x)'d= lim

e portanto

I flx+td) — f(z)

=1
120 tV f(z)Td
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Logo, existe £ > 0 tal que para todo ¢ € (0,¢],

flattd)— f@)
tVix)Td =

Ou seja, para todo t € (0,¢], f(x +td) < f(x) + atVf(z)Td. QED

Exercicio 6.3: Encontrar um exemplo em uma varidvel onde a seqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 6.1.2 tenha pontos de acumulagdo nao-estacionarios
e onde a condicao de Armijo nao esteja sendo satisfeita em infinitas iteracoes.

Incorporando a condigdo de Armijo, o Algoritmo 6.1.2 pode ser reescrito da
seguinte maneira.

Algoritmo 6.1.4 - Algoritmo basico de descida com Armijo.
Dado « € (0,1) e dados x}, e dj, tais que V f(x) d), < 0,
escolher t; > 0 como o maior dos nimeros {1,1/2,1/4,1/8,...} tal que

f(a;k + tkdk) < f(l:k) + athf(a;k)Tdk . (613)

Tomar xx11 = xx + trdy.

Novamente, devemos lamentar que a condigao (6.1.3), embora mais exigente
que a primeira, nao garanta as propriedades desejaveis de um método de
minimizacdo. Com efeito, até em uma varidvel é possivel encontrar exemp-
los para os quais o Algoritmo 6.1.4 converge a um ponto nao estaciondrio.
A razao é que, na condicao de Armijo, nada impede a tomada de passos
excessivamente pequenos, produzindo um fendémeno do tipo “Aquiles e a
tartaruga”.

Exercicio 6.4: Encontrar contra-exemplo em IR onde o Algoritmo 6.1.4
convirja a um ponto nao-estacionario.

Pode ser que passos muito pequenos sejam inevitaveis, simplesmente porque
passos grandes nao permitem um decréscimo adequado, mas é imperdoavel,
do ponto de vista do desenho algoritmico, que passos “grandes” nao sejam,
pelo menos, tentados. Por isso, decidimos tentar sempre, primeiro o passo
tr = 1 e diminuir o passo sem exageros apenas quando a condi¢do de Armijo
nao ¢ satisfeita. Entretanto, esse mecanismo nao inibe, por si s, os passos
muito curtos, porque poderia ser que o proprio tamanho de dj fosse muito
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pequeno. Isso motiva, também, a introducao de uma condigao adicional
para dj, que chamaremos “condicao 3”:

dill = BIV f (r)l (6.1.4)

com (3 > 0.

A condic¢ao de Armijo (6.1.2) e a condigao (6.1.4) sao suficientes para elimi-
nar os inquietantes contra-exemplos unidimensionais, mas ainda nao bastam
para garantir que todo ponto de acumulacao seja estacionario. De fato, se
n > 2, as diregoes de descida dj poderiam ser maldosamente escolhidas de
maneira que o angulo entre di e V f(z)) tendesse a 90 graus. Ou seja, o
cosseno entre dy, e V f(zy), embora negativo, tenderia a zero. Essa situagao
poderia provocar convergéncia a um ponto nao estaciondrio. Para inibir essa
eventualidade, vamos impor que os citados cossenos estejam uniformemente
separados de 0. Logo, as direcoes toleraveis formardao uma espécie de cone
agudo com eixo na semi-reta gerada por —V f(x). Por razoes ébvias, esta
serd chamada “condigao do angulo”:

Vi (@r) dr, < =0(V f ()| [ldwll, (6.1.5)
com 6 € (0,1) e |- [[ =12
Exercicio 6.5: Encontrar um contra-exemplo bi-dimensional mostrando

que sob (6.1.2) e (6.1.4) ainda podemos ter convergéncia a um ponto nao-
estaciondrio.

Vamos entao reformular o Algoritmo 6.1.4, incorporando as condigoes (6.1.4)
e (6.1.5), desculpando-nos por usar o termo “backtracking” sem traduzir.

Algoritmo 6.1.5 - Algoritmo de descida com backtracking.
Sejam zp € R", e € (0,1), >0, 6 € (0,1).

Dado x, a nova aproximacao xjy1 é obtida da seguinte maneira:
(1) Se V f(xx) = 0, parar.

(2) Escolher dj, € IR™ tal que

Idell = BIVf ()]l
Vi) de < =0IIVF (o)l lde -

(3)t=1.

(4) Enquanto f(zp +tdy) > f(zx) + atV f(z) T di,
escolher novo ¢ € [0.1¢,0.9¢].
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(5) xpy1 = xp + tdi.
Exercicio 6.6: Mostrar que o Algoritmo 6.1.5 estd bem definido.

Computacionalmente, quando a condi¢do de Armijo falha no passo (4) do
Algoritmo 6.1.5 para ¢, a escolha de um novo ¢ € [0.1¢,0.9¢] pode ser feita
minimizando-se a pardbola cibica que interpola ¢(0), (), ©’(0), (1),
onde ¢(t) = f(zg +tdy) e ¢ (t) = Vf(x), +tdp)T di,. Se o minimizador desta
cibica estiver no intervalo de salvaguarda [0.1¢,0.9¢], adotamos tyye cOMo

sendo este minimizador. Caso contrario, tyovo = 0.5¢.

Exercicio 6.7: A estratégia descrita acima para obter um novo t apds um
fracasso em Armijo demanda a avaliagao extra de Vf(xy + tdy). Propor
uma outra estratégia, usando inicialmente uma pardbola interpolante em
©(0), ¢(t) e ¥'(0) e entdo, caso ocorra(m) novo(s) fracasso(s) em Armijo,
prosseguir com ctibica(s) interpolante(s) em ¢(0), ¢’(0), ¢(f) e (%), onde
t é o ultimo passo fracassado e t o passo fracassado anterior.

Antes de passar a resultados tedricos, discutiremos a “naturalidade” das
condigbes (6.1.4) e (6.1.5). Vemos que tanto o parametro o da condigao de
Armijo quanto o parametro § em (6.1.5) sdo adimensionais. Portanto, faz
sentido recomendar valores adequados para esses parametros. Usualmente
a=10"%0ou0.1ed =105 J4 o parametro 3 em (6.1.4) tem dimensdo
fisica que depende das unidades das varidveis e da funcao objetivo, o que
torna sua escolha dependente do escalamento do problema. Devemos notar,
no entanto, que se Brdy = —V f(zy), entdo || Bg| ||dk|| > [V f(xr)| ou seja

ldg |l > Bl IV f(x)||- Isto sugere um valor natural para (3 que é o inverso

de uma cota superior para a norma da matriz Hessiana, pois assim o algo-
ritmo nao inibe a aceitacao da direcao de Newton.

Exercicio 6.8: Supondo f € C?(IR"), mostrar que, se o niimero de condicio
da matriz V2f(xy) é uniformemente limitado por ¢, entdo 1/c é um valor
natural para 6 quando dj, = —V2f(x) 'V f(2).

Para o Algoritmo 6.1.5 podemos provar um teorema “de convergéncia global”.
O sentido da palavra “global” aqui se refere a que a convergéncia ocorre
independentemente do ponto inicial, e, de maneira nenhuma implica con-
vergéncia a minimizadores globais.
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Teorema 6.1.6 - Convergéncia Global.
Se x, € ponto limite de uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 6.1.5, entao

Vf(zs) = 0.

Prova: Denotamos s = xp1 — 2 = tdy para todo k € N. Seja K - N
tal que kliIII(l Ty, = Ty, onde C denota subconjunto infinito.
S

Consideramos dois casos:
li =0.
(a) kg}(lIHSkH
(b) Existem K C Ki e >0 tais que ||sx]| > ¢ para todo k € Ko.

Suponhamos inicialmente que valha (a).
(al) Se existe K3 C K, tal que sj, = dy, entao

. - [ld]| skl
[V f ()] klglggllvf (i)l < i 3 i 3 0

(a2) Se para todo k € K1,k > ko temos t < 1, entdo, para todo k € K1,k > kg
existe §p um multiplo de s tal que ||si|| < 10||sk|| e

fxy+s1) > fxn) + oV f(zp)T s, .

Claramente,
li k)l =0
iy
e
V f@n) 5k < ~0IV F@i)l [k (6.1.6)
para todo k € K1,k > kg. B
Seja v um ponto de acumulacao de ﬁ Entdo [Jv]| =1 e existe K4 C K
Sk
tal que lim =
RS AFA]
Portanto,

Sk
B

T T, _ 1 T
V() v= klérflr(l4 Vf(zg) v= klérflr(l4 Vf(xg)

e por (6.1.6) segue que

Vi(z) v < —6 Jim IV f () - (6.1.7)
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Agora, para todo k € Ky,
fxy +sp) — flan) = V(zr+ &si) sk, & €(0,1).
Portanto, pelo fracasso da condicao de Armijo para sy,
Vf(xe+&5) s > aVif(xy)'s, , paratodo ke Ky .

Ou seja, para todo k € Ky,

Vi, + 50T > oV f(ap) T2k
(EA [l 8%l

Passando ao limite para k£ € K4 temos:
Vi(@) v > aVf(a.,) v

ou
(1—-a)Vf(z)Tv>0.

Logo
Vf(z)Tv >0

e por (6.1.7) segue que Vf(z,)Tv = 0. Se Vf(x,) # 0, novamente por
(6.1.7), para k € K4, k suficientemente grande,

0=Vf(z.) v<—0|VSf(z)| <0.

Portanto, V f(z,) = 0.

Suponhamos agora a validade de (b): ||sk|| > ¢ para todo k € K3. Por
Armijo,

flar) +aV f ()" sg

f(@r) = ab[V ()| sl
f(@r) = abel|Vf(zp)ll

f(:llk + Sk)

VAN VAN VAN

para todo k € K.
Portanto,

f(psr) = ) < —abe|[V f ()]

ou seja,
f(zr) = f@i1)

abe

> [V f (@)l -
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Passando ao limite para k € K5, pela continuidade de f temos: klirlr{l IV f(zx)| =
€K
0 e portanto Vf(z,) = 0. QED

Exercicio 6.8’ Suponha que, no Algoritmo 6.1.5, temos que existe uma
constante ¢ > 0 tal que

[l < eIV f (zx)

para todo k.

(a) Provar que se x, é um ponto limite da seqiiéncia e, além disso, numa
vizinhanca de x, nao existe nenhum outro ponto onde se anule o gradiente,
entao a seqiiéncia converge a x,. Sugeréncia: construa uma “coroa circular”
ao redor de x, onde somente pode existir um numero finito de iterandos.
(b) Provar que se, além do suposto em (a), x, é um minimizador local, entao
existe € > 0 tal que a seqiiéncia converge a x, sempre que ||xg — x| < e.
(Convergéncia local.) Sugeréncia: construa, além da coroa, um conjunto de
nivel contido dentro da bola menor.

(¢) Mostrar que (b) ndo se cumpre se, em vez de minimizador local, z,
é meramente um ponto sela. (Exemplo unidimensional.) Apesar disso se
cumpre (a)! Discutir estes fatos.

6.2 O método de Newton

No Capitulo 5 apresentamos o método de Newton como um método rapido
para resolver sistemas nao lineares, com convergéncia local. Como V f(x) =
0 é um sistema nao linear, esse método pode ser aplicado e, muitas vezes,
dara bons resultados. No entanto, o método de Newton para sistemas nao da
preferéncia a minimizadores sobre maximizadores, ji que a condigao de oti-
malidade para ambos tipos de extremos é a mesma. Por outro lado, sabemos,
pelo Teorema 6.1.6, quais sao os elementos que deve possuir um algoritmo
globalmente convergente. E natural, em conseqiiéncia, tentar modificar o
método local de maneira que manifeste predilecdo pelos minimizadores e
convirja independentemente do ponto inicial.

Observemos primeiro que, quando as direcoes dj sao geradas como solugoes
de um sistema linear Brdp = —V f(z), temos que d;{Bkdk = —d;‘gi(xk),
portanto, direcoes de descida sao geradas se By > 0. Logo, é bastante
sensato impor que as matrizes que geram direcoes de busca em métodos de
minimizacao sejam definidas positivas.

Em continuagao descrevemos uma modificagao do método de Newton local
que o converte em caso particular do Algoritmo 6.1.5. Usaremos a notagao
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g(x) =V f(z).

Algoritmo 6.2.1 - Newton com busca linear.
Dados a € (0,1), 3> 0, 0 € (0,1) e x3, € IR",

Se g(z)) = 0, parar.
Tentar a fatoracio de Cholesky: V2f(x;) = LDLT.

Se houve sucesso em (2), obter dj, resolvendo

Lz=—g(z) e DLTd,==z.

Se (2) fracassou, definir By, = V2 f(z) + pl, 1 > 0, de maneira que

By, > 0. Obter a fatoracao de Cholesky: By = LDL” e calcular d,
resolvendo
Lz=—g(z) e DLTdp==z.

Se g(zx)"dy > —0||g(x)|| ||de||, fazer p «+ max {2u,10} e repetir
o Passo 4, como se tivesse havido fracasso na fatoragao de Cholesky.

Se |ldill < Bllg(ax)ll; corrigir:

Lozl
d = " d; .
A PR

Obter ¢t por “backtracking” de modo a satisfazer
flag + tdy) < f(xg) + atg(zy) dy,

definir
Tpi1 = Tg + tdy

e voltar para (1).

Quando a Hessiana V2f(x)) é definida positiva, automaticamente teremos
que uma condigao de tipo (6.1.5) se verifica com 6 igual ao reciproco do
nimero de condicdo de V2f(x;). Ao mesmo tempo, uma condicio de tipo
(6.1.4) vale com 8 = 1/||V2f(z)|. Logo, se 6 e 3 sdo escolhidos suficiente-
mente pequenos, as condigoes (6.1.5) e (6.1.4) serdo satisfeitas e passaremos
diretamente ao Passo 7 com dj, = —[V2f(x3)] " 'g(zx). Portanto, quase sem-
pre, essa sera a direcdo “de busca” no caso definido positivo. Se a Hessiana
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nao é definida positiva, no Passo 4 a diagonal é aumentada até conseguir
que todos os autovalores sejam maiores que 0. Neste caso, é improvavel que
a condigao (6.1.5) nao seja satisfeita, mesmo assim, testamos essa desigual-
dade e continuamos aumentando a diagonal se ela nao vale. Para yu — oo
a diregio —B; 'g(wy) tende a ser a direcdo de —g(zy), portanto, mais tarde
ou mais cedo, conseguiremos um A para o qual (6.1.5) se satisfaz. Agora,
no processo de aumentar A, o comprimento de d; diminui, logo, é necesséario
testar se (6.1.4) continua valendo. Se assim nao for, no Passo 6, aumentamos
o tamanho de dj, até atingir uma longitude que garanta (6.1.4).

E interessante observar que, devido aos resultados sobre minimizacao em
bolas do Capitulo 4, a direcio d = —[V2f(x1) + M| 'g(z) é solugio do
problema quadratico

1
Minimizar §dTV2f(xk)d + g(z)Td

sujeita a [|d|| < A,

onde A = || — [V2f(zx) + M| tg(x1)||. Ou seja, entre todas as direcdes
possiveis cujo comprimento é menor ou igual a ||dg||, em dj, a aproximagao
quadratica de segunda ordem de f toma o valor minimo .

Exercicio 6.9: Viabilizar o Passo 4 do Algoritmo 6.2.1, propondo escolhas
para £ que explorem o conhecimento de V2f(z) (por exemplo, usando os
discos de Gerschgorin).

Exercicio 6.10: Mostrar que as corregoes propostas nos passos (5) e (6)
do Algoritmo 6.2.1 sao satisfatorias. Interpreti-las geometricamente. Expor
exemplos numeéricos.

Exercicio 6.11: “Inventar” o método do gradiente, onde dy = —g(zg), e
outros métodos globais. Discutir possiveis propriedades.

Vimos acima que, quase sempre, se a Hessiana é definida positiva, a direcao
produzida pelo Algoritmo 6.2.1 coincidird com o passo que seria calculado
pelo método de Newton local aplicado a g(x) = 0. No entanto, isso nao
significa que esse passo serd aceito, ja que a condicao de Armijo poderia nao
se cumprir, obrigando a uma ou mais reducoes de t. Agora, como o método
de Newton local, ou puro, tem convergéncia muito rapida na proximidade de
solucoes boas, é desejavel que, quando xj, esta perto de uma dessas solugoes,
a condicao de Armijo se satisfaca, caso contrario estariamos rejeitando in-
crementos essencialmente bons. Felizmente, o método de Newton satisfaz
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esse requisito, como veremos no seguinte teorema. Usaremos, como hipdtese,
que f € C3(IR") (na realidade, hipéteses mais fracas sio suficientes) para
podermos utilizar, de maneira bastante forte, uma férmula de Taylor com
residuo de segunda ordem.

Teorema 6.2.2

Seja {x1} gerada pelo Algoritmo 6.2.1 com o € (0,1), x. um ponto limite
de {x1} tal que Vf(zy) = 0 e V2f(x,) > 0. Entio a seqiéncia converge
para x.. Além disso, existe € > 0 tal que, se ||z — x| < &, entao

f(a;k + dk) < f(a:k) + ag(xk)Tdk, (6.2.1)
com dy = =V2f(xx) glar) e ae(0,3).
Prova: Sabemos que z, é minimizador local estrito de f e, pelo Teorema
da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca de =, que nao contém solucoes de

g(x) = 0 além de z,.. Seja, entdo, ¢g > 0 tal que f(z) > f(x.) e g(x) #0
sempre que 0 < || — z4|| < &p. Vejamos primeiro que

lim xp = ., (6.2.2)

k—o0

ou seja, T, é o Unico ponto limite da sequiéncia neste caso. Escrevemos,
para simplificar, By = V2f(zx). Sejam e; € (0,60), M > 0 tais que
V2 f(x)~!| < M sempre que ||z — || < £1. Portanto, quando ||z}, — x| <
e1, temos ||By || < M e

ks — @ll < ldill < 1B llg(an)ll < Mllg(ar)ll (6.2.3)

Portanto, pela continuidade de g(z), existe e2 < 5 tal que
€1
|Tps1 — x| < — sempre que lxk — 24| < 0. (6.2.4)

Agora, f é continua na coroa £9 < ||z — z4|| < 1. Portanto, atinge um
valor minimo m em algum ponto dessa regidao. Pela suposicao feita sobre
€0, temos que m > f(x,). Definimos

V={zeR"||z—x <e2e f(x) <m}. (6.2.5)

O conjunto V' é uma vizinhanca aberta de x,, portanto, como z, é um ponto
limite de {zy}, existem infinitos indices k para os quais zy € V. Se kg é um
desses indices, entao, por (6.2.4),

€1
kg1 = @all < oy = @all + llong = onoll Se2+ 5 <er (62.6)
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Ao mesmo tempo, exceto no caso trivial em que zp, = ., que podemos
analisar por separado,

f(@rot1) < fxg,) < m. (6.2.7)

Logo, pela definicao de m e pelas desigualdades (6.2.6) e (6.2.7), zp 41
estd na bola de raio €; mas nao na coroa definida por £1 e €. Ou seja,
|zro+1 — x«|| < e2. Portanto, por (6.2.7) e (6.2.5), xg,+1 € V. Dessa
maneira, o raciocinio indutivo usual nos conduz a conclusao de que x € V'
para todo k > kg. Mas, pela suposicao inicial feita sobre £¢, o inico possivel
ponto limite da seqiiéncia na bola ||z — x.|| < 2 é o préprio x,. Portanto,
{z}} converge para x,, como querfamos provar.

Vamos demonstrar a segunda parte do teorema. Tomando o desenvolvi-
mento de Taylor em torno de xp,

flag +di) = fxg) + g(xk)Tdk + %(dk)TV2f(J}k)dk + ro(dy) (6.2.8)

onde lim ra(dr)

=0.
dx—0 || dp||?

Como V2 f(x1)dr = —g(x1), substituindo em (6.2.8) temos:

flzp +dp) = flzg) — %(dk)TV2f(a;k)dk + 7o (dy).

Suponhamos, por absurdo, que existe um conjunto infinito de indices Ky tal
que, para todo k € K,

flae+di) > f(xr) + ag(zy) de = flax) — aldy) V2 f () dy.

Entao

Flax) — 5 () V() + raldy) > f(ee) — aldi)"V2f (eg)d

Ou seja,

rafde) > (5= ) (@) V2 (@)

Logo,

r2(d) 1 (de)T V2 f (@) di 1
> (— - a) T > (5 _ a) (k) (6.2.9)

onde A1 (k) é o menor autovalor de V2 f(zy).
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Quando x — ., dp — 0 e como os autovalores de uma matriz sao funcoes
continuas das componentes desta matriz, temos que A1(k) converge a A1, o
menor autovalor de V2 f(z,), que, pela hipétese, é maior que 0.

Logo, passando (6.2.9) ao limite para k € K;, como como « € (0, %), cheg-
amos a uma contradi¢ao. Ela veio de supor que podiam existir infinitos
indices nao satisfazendo a condigao (6.2.1). Portanto, além da convergéncia
para x,, temos que (6.2.1) se cumpre para todo k suficientemente grande.
QED

Exercicio 6.12: Se f(z) = 227Gz + b"z + ¢, com G simétrica e definida
positiva, mostre que a partir de qualquer z; € IR"™ a direcao de Newton
satisfaz Armijo para a < %

No Teorema 6.2.2 mostramos que, em determinadas condic¢oes, o método de
Newton globalizado definido nesta secao, acaba coincidindo com o método
de Newton local para o sistema g(x) = 0, desfrutando, portanto das mes-
mas propriedades relativas a velocidade de convergéncia. Vamos resumir
tudo isso no seguinte teorema, cuja demonstragao limita-se a organizar os
resultados anteriores.

Teorema 6.2.3 - Newton Globalizado.
Seja {xk} a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 6.2.1. Entao,

(a) Todo ponto de acumulagdo € estaciondrio.

(b) Se f € C3(IR"), x, é um ponto limite tal que V?f(x,) > 0, B <
1/IV2f ()| €6 é menor que o inverso do nimero de condicdo de
V2f(:r*), entdo x) converge para x, e existe kg € N tal que para
todo k > ko, t = 1.

(¢) No caso (b), a convergéncia € quadrdtica.

Exercicio 6.13: Demonstrar o Teorema 6.2.3.

6.3 Métodos quase-Newton

Vimos que a implementagao do método de Newton para minimizar fungoes
exige a resolugao, em geral via fatoracao de Cholesky, do sistema linear

VQf(:IZk)dk = —g(wk) (631)
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em cada iteracgao. As vezes, mais de uma fatoracao é necessaria para cor-
rigir falta de positividade da matriz Hessiana. Quando nao é possivel tirar
vantagem da estrutura esparsa da matriz, essa fatoracdo envolve O(n3/6)
operacoes. Quando n é grande, esse trabalho pode ser intoleravel, o que
motiva o desenvolvimento de métodos cujo custo por iteracio seja O(n?).
Por outro lado, se as derivadas segundas vao ser calculadas manualmente, a
probabilidade de erros humanos é considerdvel, de maneira que o desenvolvi-
mento de algoritmos sem derivadas segundas também se justifica. Mesmo
que o calculo de derivadas segundas nao seja um grande problema, por serem
faceis ou pela disponibilidade de programas de diferenciacao automatica (ver
[105]), é possivel que o custo de calcular a matriz Hessiana seja muito el-
evado. Por exemplo, suponhamos que f(x) seja uma soma de (muitos)
quadrados:

f()Z—HF )P = Zfz : (6.3.2)

com F: R" — IR™, J(x) = F'(x) € R™*™. Nesse caso,
Vi) =J(@) F(x), e Vf(z)= )+ Zfl V2 fiz).

Sem considerar possivel esparsidade, o cdlculo do gradiente envolve pelo
menos O(mn) operacdes. Mas o célculo da Hessiana precisa O(mn?) produ-
tos apenas para calcular J(z)TJ(x), ou seja, sem contar a somatéria onde
aparecem as Hessianas das f; que, freqiientemente, é mais complicada. Logo,
se m ¢é grande, a diferenca de custo entre uma iteragao O(n2) e a iteracao
newtoniana pode ser significativa.

No método de Newton globalizado com buscas lineares, introduzido na Se¢ao
2, a maioria das iteracdes tem a forma xy1 = 2, —t,V2f(2r) " g(z;). Como
esse método tem boas propriedades de convergéncia local, é natural que os
métodos quase-Newton que pretendemos definir tentem se parecer com ele
tanto quanto possivel, porém, barateando o custo. Assim, “a maioria” das
iteragoes quase-Newton serd da forma

Tht1 = Tk — thk_lg(xk). (633)

A idéia é tentar que as matrizes B} sejam aproximagoes razoaveis das Hes-
sianas. Os métodos secantes conseguem, geralmente, aproximacoes satis-
fatorias exigindo que as Bj’s satisfacam a “equacdo secante”, cujo signifi-
cado geométrico vimos no Capitulo 5 e que, no caso de minimizacao sem
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restricoes, toma a forma

Byi15k = yg onde s = xg41 — T € Yp = g(Tr11) — 9(Tk). (6.3.4)

Uma condigao para que um método secante tenha baixo custo é que seja
possivel obter B, il (ou uma fatoracao de By) facilmente a partir de By,
sk e yr. “Facilmente” significa, via de regra, com O(n?) operacoes. Quase
sempre é mais comodo formular os métodos quase-Newton na forma

Tpg1 = T — tpHpg(ay), (6.3.5)

com a matriz Hy, de (6.3.5) correspondendo a By, ' de (6.3.3). Dessa maneira,
as Hj podem ser interpretadas como aproximacoes das inversas das Hes-
sianas e a equagao secante toma a forma

Hy11yk = sk (6.3.6)

Como no caso do método de Newton, a globalizaggo dos métodos quase-
Newton serd um caso particular do Algoritmo 6.1.6 com as diregoes dj, cal-
culadas como —Hyg(zx) (ou — By tg(zy)).

Algoritmo 6.3.1 - Secante globalizado.
Sejam « € (0,1), B3>0, 6 € (0,1).
Dados z, Bx( ou Hy) e g = V f(zr) # 0,

(1) Resolver
Bidy, = =g (ou dy = —Hygy) -

(2) Testar as condigoes
ldill = Bllgell e gicdr < —0llgrll lldl,
corrigindo dj, se necessério.

(3) Fazer “backtracking” até que

f(xp 4 tdy) < f(og) + atg dy.

(4) Definir x4 = zp + tdy, Sp = Tr1 — Tk, Yk = gk+1 — gk € escolher
Byy1 tal que Byi18k = yg (ou Hyyq tal que Hg 1y, = sg).
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A corregao para dj mencionada no Passo 2 é inteiramente arbitraria. Por
exemplo, qualquer vetor dj da forma —~vyg(xy), com v > [ satisfard, obvia-
mente, as condicoes (6.1.4) e (6.1.5). Mas, em casos particulares, corregoes
mais inteligentes podem ser tentadas.

Exercicio 6.14: Inventar outras correcoes para dj no Passo 2 do Algoritmo
6.3.1, de maneira de aproveitar melhor a informacao contida na aproximagao
By, (ou Hy).

Vamos introduzir férmulas que satisfazem () ou () e, portanto, geram métodos
secantes. Em IR, existe uma tnica possibilidade: Bgy1 = yx/sk ou Hp1q =
sk/yk. Em geral, qualquer matriz Byy; cumprindo () pertence a variedade
afim Bsy = y;, em IR™ ™. Pelo mesmo argumento usado em sistemas nao
lineares, esta variedade é nao vazia e, portanto, tem infinitos elementos se
n > 2.

Por razdes que veremos mais adiante, é muito freqiiente obter By, a partir
de Br mediante uma atualizacao de posto dois. Nesse caso,

Bii1 = Bp+ ABj, + ABY,
e como Bjyi15k = Yk, segue que
(Bk + AB]; + ABg)Sk = Yk

ou seja,
AB,;Sk + AB]ZSk =y, — Brsg (637)

Existem muitas maneiras da equacao (6.3.7) ser satisfeita. Por exemplo,
se ABy s, =y € AB}s, = —Bysy, e impomos que By, AB; e ABj/ sejam
simétricas, temos a seguinte atualizacao:

Bksks;{Bk

T
Sy, Bksk

T
ABy =20 o ABy=-—

T
Yi. Sk

Dessa maneira, obtemos a seguinte férmula secante:

T T
YkYi  Brsksy Bx
" yl'sy st Bysy,

A escolha (6.3.8) é conhecida como férmula BFGS, descoberta independen-
temente por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno em 1970. E a atualizacao
secante mais popular para minimizagao sem restrigoes.
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Exercicio 6.15: Provar que, na férmula BFGS,

(s — By 'wr)sit + su(sk — By 'ue)”  (sx — By 'y) " yswsi

B! =B '+
S Si Uk (s yn)?

Tendo em vista o Exercicio 6.15, a formulagao dual da férmula BFGS efeti-
vamente usada é:

(sk — Hyyr)st + sk(sk — Heyr) " sk — Hyye)  yesisi
stk (st yx)?

Hyy1 = Hy +

(6.3.9)
Em (6.3.9) observamos que a obtencao de Hy; a partir de Hy, (ou Bk_il a
partir de B, ) demanda apenas O(n?) operagdes, como desejavamos.

Exercicio 6.16: Utilizando a mesma heuristica usada na obtencao da
férmula BFGS, mas trabalhando inicialmente na formulagdo dual (matrizes
H), “inventar” a férmula DFP (introduzida por Davidon em 1959 e estu-
dada por Fletcher e Powell em 1963).

A férmula BFGS e a DFP tém a propriedade de produzir, geralmente, ma-
trizes definidas positivas e, portanto, direcoes de descida, que, freqiientemente,
nao precisarao correcdo. A condicao suficiente para tao interessante pro-
priedade é dada no seguinte teorema.

Teorema 6.3.2
Na férmula BFGS (6.3.8), se By é simétrica definida positiva e s}y > 0,
entao Byy1 também é simétrica e definida positiva.

Prova: Seja z # 0,z € IR". Entao

(="yr)* (2" Bysy)?

zTBkHz = 2Bz +

YL sk sF Bsy,
T, \2
z
onde 2"’ Bz >0 e Tyk) > 0. Agora, chamando

Yi Sk
T 2 T T T 2
z* Bys s, Brpspz® Bz — (2" Bys

a:zTBkz—( k)" _ Sp Brskz” Bz — ( kk)7

S{Bksk S{Bksk

temos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que a > 0.
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Na verdade, a = 0 apenas quando z é muiltiplo de s, mas neste caso,

(z"yr)?
——— > 0. Logo 2T By112 > 0. QED
Sk Yk

2Ty, # 0 e portanto

Exercicio 6.17: Enunciar e provar o resultado andlogo ao Teorema 6.3.2
para a féormula DFP.

O significado de sfyk > 0 precisa ser desvendado. Temos s;‘gyk = sf(gkﬂ -
gk) = sig(zk +tdy) — spglag) = ¢'(t) — ¢'(0), onde @(t) = f(zy + tdy).
Ou seja, quando s;‘gyk > 0 o passo que acabou satisfazendo (6.1.3) é tal que
¢'(t) > ¢'(0). Em outras palavras, a derivada direcional de f na direcao de
dj, é maior no ponto zyy1 que no ponto . E facil ver que essa condicao €é
satisfeita automaticamente, por exemplo, se a funcao f é convexa ao longo
da direcao dp.

Tanto a férmula DFP quanto a BFGS satisfazem outra propriedade impor-
tante, que foi bastante destacada nos primoérdios dos métodos quase-Newton
(ver [70]): quando aplicados & minimizacao de uma quadrética com Hessiana
definida positiva e com o passo t calculado como o minimizador da funcao ao
longo da direcao dy, a convergéncia ao minimizador da quadratica é obtida
em no maximo n iteragoes. Sabe-se, por outro lado, que a férmula BFGS é
preferivel a DFP, o que foi verificado experimentalmente ao longo dos anos,
e parcialmente explicado do ponto de vista tedrico por Powell e outros. Ver
[165] e [157]. A teoria de convergéncia de algoritmos baseados na férmula
BFGS ainda apresenta pontos nao elucidados. O Algoritmo 6.3.3 é uma im-
plementacao de um esquema BFGS como caso particular do esquema geral
da primeira secao deste capitulo, onde, simplesmente, as diregoes que nao
satisfazem (6.1.4) e (6.1.5) sao descartadas. Com a geragao BFGS é possivel
observar na pratica que esse descarte é extremamente raro.

Algoritmo 6.3.3 - BFGS globalizado.

Sejam « € (0,1), 8> 0, 0 € (0,1), zg € IR", Hy = H{, Hy > 0 (p. ex,
Hy=1).

Dados zx, Hy € g, = V f(zk) # 0,

(1) dg = —Hggr.-

(2) Se (g9} di > —0||gk|l ||dx||), substituir dy por —gx e Hy por I. Se
(ldkll < Bllgrll) substituir di por B| gk llds /|| dxll
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(3) Fazer “backtracking” até que

fla + tde) < () + tgf dy.

(4) Tpgp1 =) +tdp, Sk = Thp1 — Tky Yk = Gkt1 — Gk
Se sfyk <0, entao Hpy1 = Hy,
caso contrario,
(sk, — Hyyr)st + si(sk — Hyyp)”
«;fyk
(5% — Hiyr) " yrsisi
(skyr)?

Hpw = Hp +

Exercicio 6.18: Uma outra férmula secante é obtida projetando-se By
na variedade Bsyp = yj segundo a norma de Frobenius (ver exercicio 5.3).
Determinar esta atualizacao, conhecida como primeiro método de Broyden,
mostrando que:

(yr — Brsi)si

(a) Bgy1= By + T

—1 —1
(b) B! :Bk_1+ (Sk:_Bk yk)szk

ou seja
k+1 S%“Bk_lyk ; Ja,
T
Sk _Hkyk S Hk
Hipr = Hy+ T )i Hy
skayk

(¢) ||Bg+1— Bkll2 < ||B— Bgl|2 para toda B € IR™*™ tal que Bsy = y.

Exercicio 6.19: Para A € R™", mostrar que 3(A + AT) é a matriz
simétrica mais préxima de A na norma de Frobenius.

Exercicio 6.20: Seguindo a mesma idéia do primeiro método de Broyden
(Exercicio 6.18), mas impondo também simetria, encontrar a férmula PSB
(“Powell symmetric Broyden”, [162]):
_ (yr — Brsk)si + si(e — Brsi)T  (ye — Bisi) sksis]
Byy1 = By + T - T
Sk Sk (s% sk)

Exercicio 6.21:

(a) Construir a férmula PSB tipo H.
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(b) Infelizmente, a atualizacdo PSB nem sempre gera matrizes definidas
positivas. Mostrar que numa vizinhanca de x, tal que V2 f(z,) > 0,
se By > 0, By.1 dada pela férmula PSB também é definida posi-
tiva.

De maneira analoga ao que fizemos para obter a formula BFGS, também
podemos determinar uma atualizacao secante simétrica e de posto unitario.
Queremos By 15 = Yk, onde By = Bp+ADBy. Entao, (By+ABg)sr = Yk,
ou seja ABysi = yr — Brsi. Para que haja simetria, fazemos:

(yi — Brsi)(x — Brsi)”

AB; =
g (yr. — Brsik)T sy,

Obtemos assim a férmula chamada Atualizacdo simétrica de posto um,
(yk — Brsw) (yx — Bisi)”

B =B
s ke (yr — Brsk)T sk,

(6.3.10)

Exercicio 6.22: Mostrar que a formulacao dual para a atualizacao simétrica
de posto um é dada por:

(st — Hyyr)(sk — Hyyr)"
(sx — Hiye) Tyn

Hyy1 = Hi +

A atualizacdo simétrica de posto um nao gera necessariamente matrizes
definidas positivas, e, tampouco ha garantia de que o denominador de (6.3.10)
seja diferente de zero. Isto sugere que esta atualizacao é propensa a sev-
era instabilidade numérica. Entretanto, os resultados praticos obtidos sao
surpreendentemente bons. A descoberta de uma teoria explicativa para o
comportamento desta férmula ainda constitui um desafio. A atualizacao de
posto um foi reinventada varias vezes por diversos autores e ja aparecia no
artigo pioneiro de Davidon em 1959. Um resultado muito interessante para
fungoes quadraticas é dado no seguinte teorema.

Teorema 6.3.4

Se f(z) = $2TGx+bTz+c, G >0, se a formula (6.3.10) estd bem definida
em todas as iteracoes, se os incrementos sao linearmente independentes e
se 0 passo t = 1 € usado para todo k, entdo H, = G™', e portanto, x,,1 €
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a solugdo.
Exercicio 6.23: Provar o Teorema 6.3.4 (ver, por exemplo, [122] ).

Chegamos ao ponto em que é necessario compatibilizar os métodos quase-
Newton “locais”, estudados no Capitulo 5, que, via de regra, tem con-
vergéncia superlinear, com a globalizacao introduzida nos algoritmos 6.3.1
e 6.3.3. Esses algoritmos sao casos particulares do Algoritmo 6.1.6, e, por-
tanto, sao globalmente convergentes no sentido de que todo ponto limite de
uma seqiiéncia gerada por qualquer um deles deve ser estacionario. No en-
tanto, essa propriedade global estd baseada nas salvaguardas tomadas para
que (6.1.4) e (6.1.5) sejam satisfeitas, e ndo nas caracteristicas préprias dos
métodos secantes. Como no caso do método de Newton globalizado, seria
interessante que, em circunstancias bem definidas, as iteracGes puramente
locais e as globais fossem as mesmas, para que o método global possa desfru-
tar da velocidade de convergéncia do local. No seguinte teorema, resolvemos
parcialmente esse problema.

Teorema 6.3.5

Seja x, € IR" tal que Vf(x,) =0, f € C3(IR"), V?f(z4) > 0. Suponhamos
que x, € um ponto limite da seqiéncia infinita {xy}, gerada pelo Algoritmo
6.3.1 com a € (0, %), que as condigoes (6.1.4) e (6.1.5) sao sempre satisfeitas
por dy, = —B; 'g(zy) (ou dy, = —Hyg(xx) na formulagdo dual), as matrizes
B. ' (Hy) estio uniformemente limitadas (| B, Y| < M ou ||Hy|| < M para
[Bi — V2 F ()

[ d|l

(a) A seqiiéncia {x} converge para x.;
(b) existe € > 0 tal que, se ||z — x| < e,

todo k) e que klim = 0 (condi¢ao Dennis-Moré). Entao,
—00

flan +di) < flar) + agi d,

(¢) a convergéncia € superlinear.

Prova: Pela hipétese de limitacdo uniforme de || B, || (ou ||Hy||) a con-
vergéncia de {z}} para x, segue exatamente como no Teorema 6.2.2. Supon-
hamos, por um momento, que (b) se satisfaz. Entdo, para k suficientemente
grande, nao é necessario “backtracking” e ¢ = 1 é sempre o passo aceito.
Assim, para esses valores de k, o algoritmo é um quase-Newton puro que
satisfaz a condicao Dennis-Moré. Portanto, a convergéncia superlinear re-
sulta do Teorema Dennis-Moré, provado no Capitulo 5.
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Em conseqiiéncia, somente precisamos provar (b).
A expansao de Taylor para f em torno de x; é dada por:

Flan+d) = F(zn) + gFds + %dfv2f(:nk)dk +ro(dy) (6.3.11)

. ro(dy)
onde lim ——~ =
dp—0 ||d ||?

Como Bydy, = —gg, segue que g,{dk = —ngkdk e, substituindo em (6.3.11)
temos:

Flan+dy) = Flan) — dF Bedy + %d}{ V2f(p)di + o) . (6.3.12)

Suponhamos por absurdo, como no Teorema (6.2.9), que existe um conjunto
infinito de indices K7 tal que, para todo k € K7,

flan +dy) > f(zr) + agi dy, = f(zx) — adi Bydy, .

Entao,
Flar) = dE 1By~ V2 (en)lds — 5l V2 f(n)di + ()
> flxy) — adf [By — V2 f(x)|dy — adt V2 f(xy)dy, -

Ou seja,

o) (1) e (B P )+ (5 ) B

[dx 2 ldi " PRl T \2 T dj,
Portanto,

d dr d 1
Ti‘l(k |”“2) > (1— a)”d—’z”(Bk - v%@@)ﬁ + (5 - a) M(k) . (6.3.13)

Tomando limites para k € K; em ambos membros de (6.3.13), usando a
condicao Dennis-Moré da hipétese do teorema, e a continuidade dos auto-

valores, obtemos

. ra(dy) 1

0=1 > (= —a)A
A g 2 G 9

onde A\; é o menor autovalor de V2f(x,). Isto é uma contradigdo, porque,
por hipdtese o < 1/2 e a Hessiana em z, é definida positiva. QED
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O resultado acima nao prova a superlinearidade dos algoritmos 6.3.1 ou
6.3.3. Como vimos no Capitulo 5, a condicao Dennis-Moré pode ser de-
duzida da equagao secante e da propriedade limy_, || Bx+1 — Bk|| = 0, mas
esta propriedade precisa ser provada para métodos secantes especificos. No
entanto, o Teorema 6.3.5 provoca o sentimento de que, em muitos casos, os
métodos de minimizacao caracterizados pela condicao secante serao super-
linearmente convergentes.

6.4 Métodos de Newton truncados com busca lin-
ear

Vimos que, para calcular a diregdo de busca, o método de Newton pre-
cisa resolver um sistema linear, o que demanda O(n3/6) operacdes no caso
denso, e que o calculo da direcio nos quase-Newton envolve O(n?) operacdes.
Quando n é grande e a Hessiana é esparsa, o método de Newton pode ser
implementado através de fatoracoes de Cholesky que aproveitem a esparsi-
dade da matriz, armazenando apenas os elementos nao-nulos. Também ex-
istem implementagoes de métodos quase-Newton para problemas de grande
porte. Nesse caso, em vez de armazenar as matrizes Hjy (da formulagao
dual) sdo guardados os tltimos vetores que contribuem para a definicao da
atualizacao, descartando os antigos. Essas implementacoes se dizem “de
meméria limitada”. Ver [157].

A ultima alternativa é usar um método iterativo para resolver o sistema, lin-
ear (6.3.1). Neste caso, o método geralmente recomendado é o de gradientes
conjugados, devido a matriz ser simétrica e, muitas vezes, definida positiva.
Como no caso de resolucao de sistemas, falaremos, neste caso, de métodos
de Newton truncados. No entanto, os métodos de Newton truncados com
busca linear nao desfrutam de grande prestigio no contexto da minimizacao
irrestrita. A razao é, provavelmente, que um tipo diferente de globalizacao,
baseado em regides de confianca, se adapta melhor a resolucao iterativa de
(6.3.1) que as buscas lineares. Por isso, nos limitaremos aqui a definir um
possivel método de Newton truncado com buscas lineares e deixaremos suas
propriedades para serem analisadas pelo leitor.

Algoritmo 6.4.1 - Newton truncado globalizado.
Sejam a € (0,1), B3>0, 0 € (0,1) e n; € (0,1) para todo k=0,1,2,....
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(1) Dado xp € R™, V f(zk) # 0, obter dj, satisfazendo:
1
§d£V2f(fEk)dk +g(ag)dy <0

IV2 f(@x)di + V (@)l < mellg(ar)ll -

(2) Se o célculo de dj nas condi¢oes acima nao é possivel num tempo
razoavel, ou ||dy || < BV f(z)|l, ou V f(zp)Tdp > —0||V £ (i) ||d]|
substituir dy por —V f(xg).

(3) Fazer “backtracking” até que
flan +tdy) < far) + Y f (2x)" d -

(4) xg41 = xk + tdy e voltar para (1).

Exercicio 6.26: Analise as propriedades do Algoritmo 6.4.1.



