Capitulo

Variaveis Aleatorias Discretas

(Capitulo 2)

1.1 Conceito de Variavel Aleatoria

Definigao 1.1.1 Uma varidvel aleatdria é uma fung¢do que associa um nimero real a cada elemento de

Q.

X:Q—R.

1.2 Funcoes de Variavel Aleatéria

Quando realizamos um experimento aleatdrio, é comum nos interessarmos em uma fungao g(X) de uma
variavel aleatoria X. Ou melhor, em muitos casos é comum o nosso interesse estar na distribuigao de
probabilidade de uma funcao de uma variavel aleatéria. Portanto, nesta se¢ao veremos como determinar

a distribuicao de probabilidade de uma fungao de v.a.

Exemplo 1.2.1 Seja Y = g(X) = (1,8)X + 32 uma fungao linear da varidvel aleatdria X. Temos que,
X representa a temperatura de um ambiente em graus Celsius e Y representa a mesma temperatura, so

que na escala Fahrenheit.

Se X for uma v.a discreta com distribuicao de massa de probabilidade px, e Y uma fungao de X, a sua
distribuicao de probabilidade pode ser calculada pela distribuicao de probabilidade de X. Em particular,
para obter py (y) para qualquer valor de y, somamos as probabilidades de todos os valores de x tal que
g(x) =y:

pr)= > px(a)

{z|g(z)=y}
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Exemplo 1.2.2 Seja X uma varidvel aleatéria que assume os valores {—1,0,1} com as sequintes proba-

bilidades:

1/3 se z=-1
px(z) = 1/6 se z=0
1/2 se z=1.

Vamos encontrar, py (y) para ¥ =2X + 1.

1° passo: Que valores Y assume?
Para X =-1: Y =2(-1)+1=-1

Para X =0: Y =2(0)+1=1.
Para X =1: Y =2(1)+1=3.

Logo,
Iy ={-1,1,3}.

2° passo: Com que probabilidades Y assume esses valores? Ou seja, qual a distribuicdo de massa de
probabilidade de Y ¢

Temos que

py(=1) =P({Y = —1}) = P{X = —1}) = px(=1) = 1/3.
py (1) =P{Y =1}) = P({X = 0}) = px(0) = 1/6.
py(3) =P({Y =3}) = P{X = 1}) = px (1) = 1/2.

3° passo: Verificar se o somatorio das probabilidades de 'Y € igual a 1:

py(y) = py(=1) +py(1) +py(3)
1/3+1/6+1/2 = 1.

Portanto, a distribuicdo de massa de probabilidade de Y € definida por
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Exemplo 1.2.3 Considere a mesma varidvel aleatoria, X, do exemplo 1.2.2.
Vamos agora encontrar py (y), tal que Y = X?2.

1° passo: Que valores Y assume?
Para X =—1: Y =(-1)>=1.
Para X =0: Y = (0)? =0.
Para X =1: Y =(1)>=1

FEntao,
Iy ={0,1}.
2° passo: Qual a distribuicdo de massa de probabiliddade de Y ?

Temos que

py (0) = P{Y = 0} = P({X = 0}) = px (0) = 1/6.
py(1) = B({Y = 1}) = B({X = —1}) + B({X = 1}) = px(~1) + px(1) = 1/3+1/2 = 5/6.
3° passo: Verificar se o somatorio das probabilidades de 'Y € igual a 1:
py(y) :py(O) +py(1) = 1/6—|—5/6 =1.

Logo, a distribuicdo de massa de probabilidade de Y é:

1/6 se y=0
5/6 se y=1.

py(y) =

1.3 Esperanca e Variancia

1.3.1 Esperanca

A distribui¢ao de massa de probabilidade de uma varidvel aleatéria X nos fornece uma série de nimeros,
0s quais sao as probabilidades de ocorréncia de cada um dos possiveis valores de X. Seria interessante
resumir essa informacdo em um tnico nimero representativo. Para encontrar esse nimero introduzimos
o conceito de esperanga de X, valor esperado ou média. A esperanca de X, é a média ponderada dos

valores assumidos por X, onde a ponderacao dos valores é feita pelos px (z)’s.

Definicao 1.3.1 (Esperanca de uma v.a X ou seu valor esperado, ou sua média).
O walor esperado de uma wvaridvel aleatéria X, com distribuicao de massa de probabilidade px, €
definido por:

E(X) =Y apx(v).
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Exemplo 1.3.1 Vamos considerar novamente o lancamento de um dado honesto. Seja X a v.a, que

assume o0s resultados do lancamento, vamos encontrar a distribuicao de probabilidade e a esperanca de X.

1. Distribuicao de probabilidade:

Temos que

Ix ={1,2,3,4,5,6}.

Como o dado € honesto, a probabilidade de sair qualquer nimero é a mesma, isto é
PX=1)=PX=2)=P(X=3)=P(X=4)=P(X=5)=P(X =6)=1/6.

2. Esperanca de X.

Temos que,
6
E(X) =) aP(X = ).
z=1

Portanto,

E(X) = (1)1/6 + (2)1/6 + (3)1/6 + (4)1/6 + (5)1/6 + (6)1/6 = 3,5.

Exemplo 1.3.2 Um empresdrio pretende estabelecer uma firma para montagem de um produto composto
de uma esfera e um cilindro. A esfera serd produzida na fdbrica A, enquanto que a producao do cilindro
serd feita na fabrica B.

No setor de montagem serd feita a junc¢do e a pintura das pegas. Cada cilindro e cada esfera terdo,
respectivamente, um comprimento e uma espessura determinada.

O empresdrio quer estudar a viabilidade de seu emprendimento, mais precisamente, quer ter uma idéia
da distribuicao do lucro por peca montada.

Caracteristicas das pegas:

Cilindro (comprimento) Esfera (espessura)

Bom (B) (dentro das especificagoes) Boa (B) (dento das especificagies)

Longo (L) (maior que as especificagdes) | Longa (L) (maior que as especificagdes)

Curto (C) (menor que as especificagoes) | Curta (C) (menor que as especificagies)

A sequir, temos as probabilidades do comprimento dos cilindros e da espessura das esferas de cada produto.

Produto | Clilindro | Esfera

B 0.80 0.70
L 0.10 0.20
C 0.10 0.10

O preco de cada componente do produto serd 5 reais. Se algum componente apresentar a caracteristica

curto (C) depois de montadado o produto, o conjunto todo serd vendido como sucata ao prego de 5 reais.
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Cada componente longo (L) poderd ser recuperado ao prego de 5 reais.

Pergunta 1: Se o prego de venda de cada unidade for de 25 reais, como seria a distribuicao de
probabilidade da v.a X : lucro por conjunto montado?

Como os componentes vem de fdbricas diferentes, vamos supor que a classifica¢ao dos cilindros e das
esferas, sequndo suas caracteristicas, sejam eventos independentes.

Sabemos que:

Q= {BB,BL,LB,BC,CB,LL,CC,LC,CL}.

Considerando os sequintes eventos:

Ay = cilindro bom = {BB,BL,BC} = P(A;) =0.8.
By = esfera boa = {BB,LB,CB} = P(B;) =0.7.

By = esfera longa = {BL,LL,CL} = P(By) =0.2.

Obtemos,

Ay N By = P(A; N By) = P(A)P(By) = P({B, B}) = (0.8)(0.7) = 0.56.

Ay N By = P(A, N By) = P(A1)P(By) = P({B, B}) = (0.2)(0.8) = 0.16.

A seguir temos a probabilidade de todos os produtos do espaco amostral e seus respectivos lucros:

Produto | Probabilidade | Lucro por montagem (X)
BB 0.56 25—-10=15
BL 0.16 25—-15=10
BC 0.08 5—10= -5
LB 0.07 25—-15=10
LL 0.02 25—20=5
LC 0.01 5—10= -5
CB 0.07 5—10= -5
CL 0.02 5—10= -5
cc 0.01 5—10= -5

Vemos facilmente que a v.a X pode assumir os sequintes resultados:

Ix = {15,10,5, —5}.
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Portanto, temos que:
= P{BB})=0.56.

)

P(X =10) = P({BL,LB})=P({BL})+P({LB}) = 0.16 + 0.07 = 0.23.
)
)

(
(
= P{LL}) = 0.02.
— P({BC,CB,CL,LC,CCY)
(

= P{BC})+P{CB})+P({CL}) +P{LC})+P({CC})
= 0.08 4 0.0140.0740.02 4 0.01 = 0.19.

Assim a distribuicdo de probabilidade da v.a X, lucro por conjunto montado, € definida por:

z | P(X =x)
15 0.56
10 0.23
5 0.02
-5 0.19

Pelos resultados obtidos, concluimos que a probabilidade do lucro ser igual a 15, quando o preco de venda

de cada produto é de 25 reais, € superior a 50%.

Pergunta 2: Qual o lucro médio por conjunto montado, ou seja, qual é a E(X)?

E(X)

15P(X = 15) + 10P(X = 10) + 5P(X = 5) + (—5)P(X = —5)

15(0.56) + 10(0.23) + 5(0.02) — 5(0.19) = 9, 85.

Portanto, o lucro médio obtido de cada conjunto montado € de 9,85 reais.

1.3.2 Esperanca para funcoes de variaveis aleatérias

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao de massa de probabilidade px, e seja g(X) uma funcao

de X. Entdo, o valor esperado da varidvel aleatéria g(X) é definido por:
E(9(X)) =Y g(z) px(x).
xr
Para verificar que isto é verdade, vamos supor que Y = g(X) e usar a férmula apresentada anteriormente:

)= > px()
{zlg(z)=y}
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Temos entao que:

E(g(X)) = EX)=> ypy@=> v Y  px(

v A{zlg(=)=y}

Z Z ypx(z) = Z 9(z)px (x)

Yy A{z|g(z)=y}
= ) gla)px().

O que prova a defini¢ao anterior.

A partir da definicao de esperanca para funcoes de varidveis aleatdrias, vamos agora obter propriedades

da esperanca:

Assumindo Y, como uma fungao linear da variavel aleatoria X, isto €,
Y =aX + b,
tal que a,b € R. Vamos mostrar a seguinte propriedade:
1. E(Y) =E(aX +b) = aE(X) + b.
Prova:

EY)=E(aX +b) = Z(ax +b)px(x) = aZme(x) +prX(:E) = aE(X) +b.

x

Seja b uma constante, temos que E(b) = b. (Como vc provaria essa afirmagao?)

1.3.3 Variancia

Um outro importante nimero associado & varidvel aleatéria X é a varidncia, que é denotada por Var(X)

e é definida como valor esperado da v.a (X —E(X))?2, isto é,
Var(X) = E[(X — E(X))?].
Como (X — E(X))? s6 assume valores positivos, observamos que Var(X) é sempre um ntimero positivo.

Exemplo 1.3.3 Voltando ao exemplo 1.3.1, vamos agora calcular a variancia de X.

Temos que

Tomamos E(X) = 3.5, entdo:

Var(X) = (1-3.5)%(1/6) + (2 — 3.5)*(1/6) + ... + (6 — 3.5)*(1/6) ~ 3.
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A variancia representa uma medida de dispersao de X em torno da sua média. Outra medida de dispersao

é o desvio-padrao de X, que é definido como a raiz quadrada da variancia, denotado por ox:

ox =/ Var(X).

O desvio-padrao é muitas vezes mais ficil de ser interpretrado, porque ele apresenta as mesmas unidades
de X. Por exemplo, se a unidade de medida de X for metro, entao a unidade do desvio-padrao também

serd metro, enquanto que a unidade de medida da variancia serd metro quadrado.

Desenvolvendo o quadrado da férmula da variancia de X, encontramos uma outra maneira de calcular
aVar(X):
Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Esta expressao é verificada da seguinte forma:

Var(X) = Y (X —E(X))’px()

x

= D (X* —2XE(X) + (E(X))*)px (x)
= Y X’px(z) = Y 2XE(X)px(z) + ) _(E(X))*px(x)
= E(X?) - 2E(X) ) Xpx(z)+ (E(X))* D px(x)
= E(X?) - 2E(X)E(X) + (E(X))?
= E(X?) - (E(X))™
Esta nova férmula, apresenta uma maior facilidade para o calculo da variancia. Uma outra forma de
provar que Var(X) = E(X?) — [E(X)]? é a seguinte:
Var(X) = E[(X - E(X))*
= E{X?-2E(X)X + [E(X)]*}
= E(X?) - 2E(X)E(X) + [E(X)]”
= E(X?) - [EX)
Note que na terceira igualdade usamos o fato de E(X) ser uma constante.
A partir da definicao de esperanga para fungoes de varidveis aleatérias, vamos agora obter propriedades

da variancia:

Assumindo Y, como uma funcao linear da varidvel aleatoria X, isto €,
Y =aX + b,

tal que a,b € R. Vamos mostrar as seguintes propriedades:
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1. Var(Y) = Var(aX +b) = a®>Var(X).

Prova:

Var(Y) = Y (aX +b—E(aX +))’px(z)

= Y (X +b - aE(X) - b)’px(z)

= > (a(X —E(X)))’px(a)

= ® ) (X —E(X))’px(2)

= a*Var(X).

Podemos observar que nestes resultados esta implicita a propriedade: Seja a uma constante, temos que

Var(a) = 0.

1.4 Esperanca e Variancia das Variaveis Aleatérias Bernoulli,
Binomial e Geométrica:

1.4.1 Esperanca e Variancia - Bernoulli:

Se X tiver distribuicdo de Bernoulli, entdo

E(X)=pe Var(X)=p(l-p).

Prova:

E(X) = lew px(z) =0(1 —p) +1(p) = p,
e também, o
E(X?) = i 2® px(x) = (0)*p + (1)*p = p.
Entiio como Var(X) = E(X?) — (E(X))z,ZZemos que
Var(X) =p—p* =p(1 —p).

Por causa da sua simplicidade, uma v.a de Bernoulli é muito importante no dia-a-dia. Ela é usada para

modelar situagoes onde ha apenas dois eventos, tais como:

e A situacdo de uma linha telefonica: Estd ocupada ou nao.
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e O estado médico de um paciente: Estda com determinada doencga ou esta saudéavel.

e A tendéncia politica de uma pessoa: Estd a favor ou contra determinado candidato.

Se combinarmos véarias v.a’s de Bernoulli podemos construir varidveis aleatérias mais complicadas, como

é o caso da variavel aleatéria binomial, que veremos a seguir.

Esperanca e Variancia da Binomial:

Se X tiver distribuicao Binomial, vamos provar que
E(X)=npe Var(X)=np(1l —p).

Vamos verificar?

" n! — - n! e
= Zk(n—kz)!k(k—l)! p'(1-p) k:;(n—k)!(k—l)! Pt

- n(n —1)! , n— - n—1)! -1 n—
= I;m_k)!(k)_l)!pk(l‘p) k:”p;(n—(kﬂ(k—lﬂpk a-p

n n_l
= ) - P —p)
k=1 -

Tomando, I = k — 1, temos nos indices da somatéria que: k& = n corresponde al =n—1e k =1

corresponde a [ =1 — 1 = 0, resultando em:

n—1
n—1
E(X)=np > l pl(1—p)=7h
=0

De acordo com a defini¢do de distribuicao de probabilidade de uma v.a binomial,

n n
> pPrl—p)F =1
k

k=0

Portanto, a partir da expressao acima, temos que

E(X) = np.
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Agora temos que encontrar E(X?) para obter Var(X):

E(X?) =

I
3
£}
=
=
v}
E)
|
&
i}
£
S
Q
7
ES
+
3
i)

Tomando agora , [ = k — 2, temos que

n—2

n.(n—1)p* Y l Pld" "+ mp
=2

E(X?)

2

n(n — p* + np.

Finalmente encontramos Var(X):
Var(X) = E(X?) - (B(X))
= n(n—1)p*+np—n?p?
= n(np® —p* +p—np?)
= np(np—p+1—np)
= np(l-p).

Exemplo 1.4.1 Seja Y = 3X + 2 uma varidvel aleatoria binomial de parametros n = 20 e p = 0.3,

encontre:

(a) E(Y).
Como vimos anteriormente, E(aX +b) = aE(X) + b, assim nesse caso podemos observar que a = 3
eb=2, logo:
E(3X +2) = E(3X) + E(2) = 3E(X) + 2.

Temos que E(X) = np. Entdo

E(3X +2) = 3(np) + 2 = 3(20)(0.3) + 2 = 20.
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(b) Var(Y).

Sabemos que Var(aX +b) = a®*Var(X), entdo
Var(Y) =Var(3X +2) = Var(3X) + Var(2) = 3*°Var(X) + 0 = 9Var(X).
Sendo Var(X) = np(l — p), temos que
Var(3X +2) =9np(1 — p) = 37,8.

Esperanca e Variancia:

Se X tiver distribuicao Geométrica, vamos mostrar que

E(X) = % e Var(X) = 1p_2p.

Exemplo 1.4.2 Uma linha de producdo estd sendo analisada para efeito de controle de qualidade das
pecas produzidas. Tendo em vista o alto padrao requerido, a producdo € interrompida para requlagem toda
vez que uma pec¢a defeituosa é observada. Se 0,02 é a probabilidade da pega ser defeituosa, deseja-se
verificar o comportamento da varidvel, que representa a quantidade de pecas boas produzidas antes da
primeira defeituosa.

Seja X a varidvel aleatdria geométrica que corresponde ao mumero de pecas boas produzidas antes da
primeira defeituosa. Entdo a probabilidade de a primeira peca ser defeituosa depois de x pegas boas, €

dada por:
P(X =) =p(1 —p)*~" =(0,02)(0,98)"""

Calcular E(X).

1.5 Exercicios

1. Seja Q = {w1,ws, ws, ws, ws, wg, Wr, ws, Wy, wio}. Considere que todos os eventos elementatares sao

equiprovaveis. Definamos em () a seguinte variavel aleatoria:
X(wy) = X(w2) = X(ws3) = X(ws) =5
X(ws) = X(ws) =10
X(we) = X(wr) = X(wg) =20
X (w10) = 30

(a) Determine a distribuigao de massa de probabilidade de X.

(b) Calcule E(X)
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(c) Calcule E(a- X), a € R.

2. Suponha um jogo infantil onde ha a representagao de uma estrada de 100km que liga a cidade B a
cidade A. A estrada é tortuosa e estd dividida em 100 quadradinhos de 1km. O jogo comega com
todos os jogadores na cidade B. E escolhida uma ordem entre os jogadores, e cada um lanca um dado
honesto duas vezes, e de maneira independente. A soma dos resultados corresponde a distancia que
cada jogador percorrerd em cada rodada. Ganha aquele que chegar primeiro na cidade A.

(a) Encontre Q.

Vocé concorda que os jogadores estao mais interessados na soma dos ressultados do lancamento
do que com os elementos de 27 Por isso, é interessante definir a varidvel aleatéria S que associa

a cada elemento de ) a soma dos resultados dos langamentos.
(b) Encontre {S = 8}, {S =12}.
(¢) Se o dado tivesse apenas 3 faces, como seria a distribuicao de massa de probabilidade de S?

(d) Para a mesma situagao do item c, encontre E(S) e Var(S).

3. Considere o espago amostral Q = {1,2,3,4,5,6}, e considere os eventos elementares equiprovaveis.

Seja X uma varidvel aleatéria tal que

a) Determine a distribuicao de massa de probabilidade de X.

(a)
(b) Calcule E(X).
(c) Calcule E(a- X +b), aebeR.
(d) Seja Y = X2. Calcule E(Y).
4. Seja Q = {1,2,3,4,5,6}. E sejam os eventos
(A-B)={1}, (B—-A)={4, 6}, (AUB)=1{1,3,4,6}.

Considere os eventos elementares equiprovaveis.

(a) Determine P(A) e P(B).

(b) Defina a seguinte varigvel aleatéria

Encontre a distribuicao de massa de probabilidade de X.
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10.

11.
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(¢) Calcule E(X) e Var(X).

. Seja o espago de probabilidade (2, F,P). Considere a varidvel aleatéria X, com a seguinte distri-

buicao de massa de probabilidade:

k -1 0 1 2
px(k) 02 01 03 04

Para n = 2% encontre:

(a) E(n).

(b) Var(n).

. Seja X uma variavel aleatoria de Bernoulli que assume 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade

1—p.

(a) Encontre E(X).

(b) Encontre Var(X).

. Seja X uma variavel aleatéria de Bernoulli tal que

1, com probabilidade p,
X(w) =

—1, com probabilidade 1 — p.

(a) Encontre E(X).

(b) Encontre Var(X).

. Num teste tipo certo/errado, com 50 questoes, qual a probabilidade de que um aluno acerte 80%

das questoes, supondo que ele as responda ao acaso?

Orientagao para resposta: Defina uma variavel aleatéria X. Quais valores ela assume?

Qual sua distribuigao de probabilidade?

. Repita o exercicio anterior, considerando cinco alternativas para cada questao.

Seja X uma v.a. Binomial com pardmetros n = 20 e p = 3/4. Encontre E(X) ¢ Var(X) em funcdo

den e p.

Nas 3 situagoes seguintes, calcule explicitamente a probabilidade pedida. Calcule a E(X) e a

Var(X).
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12.

13.

(a) Uma moeda honesta é langada 3 vezes. Qual a probabilidade de serem obtidas 2 caras?

Dica: Neste caso a v.a. X é o numero de caras em 3 langamentos. Entao X tem distribuicao

binomial de pardmetros n =3 e p =1/2.

(b) Um dado honesto é langado cinco vezes. Qual é a probabilidade de se obter face 5 no maximo

3 vezes?

Dica: Neste caso a v.a. X é o numero de vezes que aparece face 5 em 5 lancamentos. Entao
X tem distribui¢do binomial de pardmetros n = 5 e p = 1/6. E a probabilidade que se quer

calcular é P(X < 3).

(¢) Dez pecas sao extraidas, ao acaso, com reposicao, de um lote contendo 500 pecas. Qual é
a probabilidade de que todas sejam defeituosas, sabendo-se que 10% das pecas do lote sao

defeituosas.

Dica: Neste caso a v.a. X é o numero de pegas defeituosas num lote de 10 pecas. Entao X
tem distribuicao binomial de parametros n = 10 e p = 0,1. E a probabilidade que se quer

calcular é P(X = 10).

Acredita-se que 20% dos moradores das proximidades de uma grande industria siderdrgica tem
alergia aos poluentes lancados ao ar. Admitindo que este percentual de alérgicos é real (correto),
calcule a probabilidade de que pelo menos 4 moradores tenham alergia entre 13 selecionados ao

acaso.

(a) Orientagao para resposta: Defina uma varidvel aleatéria X. Quais valores ela

assume? Qual sua distribuicao de probabilidade?

(b) Um experimento fracasso/coroa (nao ter alergia) e sucesso/cara (ter alergia) é
repetido 13 vezes. Quer se saber qual a probabilidade de ocorrerem pelo menos 4

sSucessos.

(¢) Vocés podem trocar essa associagdo entre fracasso e sucesso, mas tomem cuidado com as

probabilidades delas ocorrerem.

Trés em cada quatro alunos de uma universidade fizeram cursinho antes de prestar vestibular
(sucesso: "ter feito cursinho”, que ocorre com probabilidade p = 3/4. Se 16 (repeticoes
de um experimento sucesso/fracasso) alunos sao selecionados ao acaso, qual é a probabilidade

de que:

Orientagao para resposta: Defina uma variavel aleatéria X. Quais valores ela assume?

Qual sua distribuigao de probabilidade?

(a) Pelo menos 12 tenham feito cursinho?
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(b) No méximo 13 tenham feito cursinho?

(¢) Exatamente 12 tenham feito cursinho?

Considere que voceé esteja numa situacao dificil. Vocé vai assistir a aula de uma disciplina e descobre
que o professor preparou uma prova surpresa. Agora vocé estd diante de uma prova teste com 10
questoes, cada uma com 4 alternativas equiprovaveis, e somente uma correta, e estd totalmente
despreparada. Vocé sequer apareceu nas ultimas aulas. Vocé nao foi muito bem na primeira prova
do curso, e sabe que se tirar 6 nessa prova vocé passa, caso contrario vocé vai ter que fazer a
recuperagao. Vocé decide responder as questoes de maneira aleatdria e de forma que a resposta de

uma nao influencie nas outras e vice-versa, ou seja de maneira independente.
(a) Considere a seguinte varfavel aleatéria: R; = 1 se a i-ésima resposta for correta, e R; = 0 se a
i-ésima resposta nao for correta. Encontre a distribuicao de massa de probabilidade de R;.
(b) Encontre E(X) e Var(X).

Experimento Aleatério: Uma moeda honesta é langada duas vezes. Seja X (w) o ndmero de

ocorréncias de caras.

(a) Encontre €.
(b) Encontre a distribuigdo de massa de probabilidade de X.
(¢) Encontre E(X).

)

(d) Encontre Var(X).





