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Lema do Bombeamento

Lema

Se L é uma linguagem regular, entao existe um
inteiro N tal que, se x € L entao para toda fatoracao
x =yzw € L com|z| = N, existe uma fatoracao
z=tuv, comu = A tal que para todon >0,

ytu"vw e L (ouseja, ytu*vw C L).
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Lema do Bombeamento

Lema

Se L é uma linguagem regular, entao existe um
inteiro N tal que, se x € L entao para toda fatoracao
x =yzw € L com|z| = N, existe uma fatoracao
z=tuv,comu # A tal que para todo n > 0,

ytu"vw e L (ouseja, ytu*vw C L).

Lema

Se L é uma linguagem regular, entao existe um
inteiro N tal que, se x € L, existe uma fatoragcao
x = tuv, com |tu| < N, tal que u # A e para todo
n>0,tu"velL.
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Para que serve?
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular:
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular: NUNCA!
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular: NUNCA!

Provar que uma linguagem nao é regular.
@ AnBn
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular: NUNCA!

Provar que uma linguagem nao é regular.
@ AnBn
@ {xe(a+b)||x|g>1000|x|p}
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular: NUNCA!

Provar que uma linguagem nao é regular.
@ AnBn
@ {xe(a+b)||x|g>1000|x|p}
@ {x € a*||x| é quadrado perfeito}
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Para que serve?

Provar que uma linguagem é regular: NUNCA!

Provar que uma linguagem nao é regular.
@ AnBn
@ {xe(a+b)||x|g>1000|x|p}
@ {x € a*||x| é quadrado perfeito}
© (x:Ixla = Ixlp) +(a +b)(aaa + bbb)(a -+ b)
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Um caso diferente

{x:|xla =IxIp} + (a + b)*(aaa + bbb)(a+ b)*
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Um caso diferente

L={x:|x|la =|x|p}+ (a + b)(aaa + bbb)(a + b)*

Satisfaz o Lema do Bombeamento com N = 4:

e
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Um caso diferente

{x:|xla =IxIp} + (a + b)*(aaa + bbb)(a+ b)*

Satisfaz o Lema do Bombeamento com N = 4:

Se L éregular, entao para toda linguagem regular R,
L NR éregular.
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Um caso diferente

{x:|xla =IxIp} + (a + b)*(aaa + bbb)(a+ b)*

Satisfaz o Lema do Bombeamento com N = 4:

Se L éregular, entao para toda linguagem regular R,
L NR éregular. Qual R?
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Um caso diferente

L {x :Ixlg = IxIp} +(a + b)*(aaa + bbb)(a+ b
/Q — —

Satisfaz o Lema do Bombeamento com N = 4:

Se L éregular, entao para toda linguagem regular R,
L NR éregular. Qual R?

0= (aab)'(abb) [ NR- {wﬁ‘ W |20l

S~
/\_—\
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Minimizacao de automatos
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Minimizacao de automatos

Objetivo:
@ Mostrar que para cada linguagem regular
existe um AD especialmente minimo.
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Minimizacao de automatos

Objetivo:
@ Mostrar que para cada linguagem regular
existe um AD especialmente minimo.

@ Esse autémato é Unico, a menos de
isomorfismo.
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Minimizacao de automatos

Objetivo:
@ Mostrar que para cada linguagem regular
existe um AD especialmente minimo.

@ Esse autémato é Unico, a menos de
isomorfismo.

@ Mostrar um algoritmo polinomial que computa
o autémato minimo a partir de um AD dado.
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Minimizacao de automatos

Objetivo:
@ Mostrar que para cada linguagem regular
existe um AD especialmente minimo.

@ Esse autémato é Unico, a menos de
isomorfismo.

@ Mostrar um algoritmo polinomial que computa
o autémato minimo a partir de um AD dado.
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Minimizacao de automatos

Objetivo:
@ Mostrar que para cada linguagem regular
existe um AD especialmente minimo.

@ Esse autémato é Unico, a menos de
isomorfismo.

@ Mostrar u que computa
o autémato minimo a partir de um AD dado.

O que é especial é a teoria algébrica, que nao
funciona para AND.
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Relagoes de equivaléncia
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Relagoes de equivaléncia

S6 para lembrar:
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Relagoes de equivaléncia

S6 para lembrar:

A conjunto, uma relacao binaria ~ € um subconjunto
de A X A; escrevemos x ~ y para denotar (x,y) €~.
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Relagoes de equivaléncia

S6 para lembrar:

A conjunto, uma relacao binaria ~ € um subconjunto
de A X A; escrevemos x ~ y para denotar (x,y) €~.
Definicao mais atil
~ érelacao de equivaléncia se existe alguma

funcao definida em A tal que
X ~y sse x e y tém a mesma imagem.
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Relagoes de equivaléncia

S6 para lembrar:

A conjunto, uma relacao binaria ~ € um subconjunto
de A X A; escrevemos x ~ y para denotar (x,y) €~.
Definicao mais atil
~ érelacao de equivaléncia se existe alguma

funcao definida em A tal que
X ~y sse x e y tém a mesma imagem.

Definicao interna: ~ é relacao de equivaléncia se for

reflexiva, simétrica e transitiva. s
<,z
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Quociente
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
Conjunto quociente: A/~={[x]| x € A}.
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
Conjunto quociente: A/~={[x]| x € A}.
Indice de ~: |A/~ |, o nGmero de classes.
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
Conjunto quociente: A/~={[x]| x € A}.
Indice de ~: |A/~ |, o ntimero de classes.
A projecao canoénica it: A — A/~, definida por
7t(x) = [x] tem a propriedade x ~ y sse 7t(x) = 7(y).
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
Conjunto quociente: A/~={[x]| x € A}.
Indice de ~: |A/~ |, o ntimero de classes.
A projecao canoénica it: A — A/~, definida por
7t(x) = [x] tem a propriedade x ~ y sse 7t(x) = 7(y).
Como definir uma funcao sobre o quociente
@ Para dar a imagem de uma classe, escolhe-se
um elemento da classe, e define-se a imagem a
partir dele.
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Quociente

Classe de equivaléncia: [x] ={y € Al y ~ x}.
Conjunto quociente: A/~={[x]| x € A}.
Indice de ~: |A/~ |, o ntimero de classes.
A projecao canoénica it: A — A/~, definida por
7t(x) = [x] tem a propriedade x ~ y sse 7t(x) = 7(y).
Como definir uma funcao sobre o quociente
@ Para dar a imagem de uma classe, escolhe-se
um elemento da classe, e define-se a imagem a
partir dele.
@ Mostra-se que o resultado nao depende de qual
elemento foi escolhido antes. (jargao: a funcao
foi bem-definida).
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Congruéncias
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Congruéncias

Em Algebra, o termo congruéncia se refere a uma
relacao de equivaléncia que preserva as operacoes.
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Congruéncias

Em Algebra, o termo congruéncia se refere a uma
relacao de equivaléncia que preserva as operacoes.

Ex: Em Z, temos x ~y mod n se n|x —y.
Respeitar as operacdes: se x~y modn, z~w
mod n entdoxoz~yow modn,
onde o pode ser + ou X.

—_ =
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Congruéncias

Em Algebra, o termo congruéncia se refere a uma
relacao de equivaléncia que preserva as operacoes.

Ex: Em Z, temos x ~y mod n se n|x —y.
Respeitar as operacdes: se x~y modn, z~w
mod n entdoxoz~yow modn,
onde o pode ser + ou X.

Ex: Se V é um espaco vetorial e H é um subespaco,
define-seem V: x~y modH sex—yeH. As
operacoes que sao preservadas sao soma de
vetores e multiplicacao por escalar.
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Congruéncias em semiautomato
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Congruéncias em semiautomato

Num semiautédmato ja usamos a notacao gx para
denotar o resultado da operacdo §: K x¥ — K.
Podemos pensar em multiplicacao a direita por uma
palavra como analogo a multiplicacao por escalar.
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Congruéncias em semiautomato

Num semiautédmato ja usamos a notacao gx para
denotar o resultado da operacdo 6 : K x¥ — K.
Podemos pensar em multiplicacao a direita por uma
palavra como analogo a multiplicacao por escalar.

ATENCAO: vamos aceitar temporariamente autématos
e semiautébmatos com conjunto infinito de estados.
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Congruéncias em semiautomato

Num semiautédmato ja usamos a notacao gx para
denotar o resultado da operacdo 6 : K x¥ — K.
Podemos pensar em multiplicacao a direita por uma
palavra como analogo a multiplicacao por escalar.

ATENCAO: vamos aceitar temporariamente autématos
e semiautébmatos com conjunto infinito de estados.
Uma congruéncia num semiatémato & = (K,%,6,s) é
uma relacao de equivaléncia ~ em K tal que para
toda palavrax €Y, p ~ g = px ~ gx.
.
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Congruéncias em semiautomato

Num semiautédmato ja usamos a notacao gx para
denotar o resultado da operacdo 6 : K x¥ — K.
Podemos pensar em multiplicacao a direita por uma
palavra como analogo a multiplicacao por escalar.

ATENCAO: vamos aceitar temporariamente autématos
e semiautébmatos com conjunto infinito de estados.

Uma congruéncia num semiatémato & = (K,%,6,s) é
uma relacao de equivaléncia ~ em K tal que para
toda palavrax €Y, p ~ g = px ~ gx.

Prop: Uma relacao de equivaléncia ~ em K € uma
congruéncia sse paratodaoc €, p~qg= po ~ go.
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O semiautomato quociente
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O semiautomato quociente

Dados & e ~, podemos construir

t~= (K/~%,5,[s])
‘ s
onde §([q], o) = [6(q,0)], ou seja,@

——
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O semiautomato quociente

Dados & e ~, podemos construir
t~= (K/~%,5,[s])
onde §([q], o) = [6(q,0)], ou seja, [g]o = [qo].

Vale, pelo método usual, que paratoda xe ¥,

[alx = [CIX]Z(_/
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Homomorfismo
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Homomorfismo

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s) = (K',%,8’,s") € uma
funcdo @ : K — K’ tal que @(s) = s’ e para todos g,x,

P(ax) = p(q)x.
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Homomorfismo
Um homomorfismo @ : (K,%,8,s) = (K',%,8’,s") € uma
funcdo @ : K — K’ tal que @(s) = s’ e para todos g,x,

¢(ax) = p(g)x. =—
Algumas propriedades:

Q@ Se ¢: K — K’ étal que ¢(s) = s’ e para todos
q,0, p(qo) = @(qg)o, @ € homomorfismo.
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Homomorfismo
Um homomorfismo @ : (K,%,8,s) = (K',%,8’,s") € uma
funcdo @ : K — K’ tal que @(s) = s’ e para todos g,x,
p(ax) = p(q)x. =
Algumas propriedades:
Q@ Se ¢: K — K’ étal que ¢(s) = s’ e para todos
q,0, p(qo) = @(qg)o, @ € homomorfismo.
@ Se ¢ é homomorfismo e &’ é acessivel, @p o
entao ¢ é sobrejetor. /{ o &@
7{ )b*/li/)pf\%t
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Homomorfismo
Um homomorfismo @ : (K,%,8,s) = (K',%,8’,s") € uma
funcdo @ : K — K’ tal que @(s) = s’ e para todos g,x,
¢(gx) = @(q)x.
Algumas propriedades:
Q@ Se ¢: K — K’ étal que ¢(s) = s’ e para todos
q,0, p(qo) = @(qg)o, @ € homomorfismo.
@ Se ¢ é homomorfismo e &’ é acessivel,
entao ¢ é sobrejetor.
© Se ¥ é acessivel, existe no maximo um
homomorfismo & — &7’.
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Homomorfismo - &
Um homomorfismo @ : (K,%,8,s) = (K',%,8’,s") € uma
funcdo @ : K — K’ tal que @(s) = s’ e para todos g,x,
P(gx) = p(q)xc—
Algumas propriedades:
Q@ Se ¢: K — K’ étal que ¢(s) = s’ e para todos
q,0, p(qo) = @(qg)o, @ € homomorfismo.
@ Se ¢ é homomorfismo e &’ é acessivel,
entao ¢ é sobrejetor.
© Se ¥ é acessivel, existe no maximo um
homomorfismo & — .
@ Composicao de homomorfismos é
homomorfismo.
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Quocientes, de novo

@ Se ~ é uma congruéncia em &, entdao 7w e um

homomorfismo & — &/~. & [gfh Iﬁlj
4@~ = Tl)
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Quocientes, de novo

@ Se ~ é uma congruéncia em &, entdao 7w e um
homomorfismo & — /~.

@ Suponha que ¥ e &/’ sdo acessiveis e
QY — &' ¢ um homomorfismo. Seja ~ a
relacao de equivaléncia dada por ¢.

Entao fzf//g é isomorfo a(&[. (j[ﬂ > Cf(ﬁ}\
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Quocientes, de novo

@ Se ~ éuma congruéncia em &, entdo 7t e um
homomorfismo & — &/~.

@ Suponha que ¥ e &/’ sdo acessiveis e
@ : 8 — & é um homomorfismo. Seja ~ a
relacao de equivaléncia dada por ¢.
Entdao &/~ é isomorfoa &'.
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Quocientes, de novo

@ Se ~ é uma congruéncia em &, entdao 7w e um
homomorfismo & — /~.

@ Suponha que ¥ e &/’ sdo acessiveis e
@ : 8 — & é um homomorfismo. Seja ~ a
relacao de equivaléncia dada por ¢.
Entdao &/~ é isomorfoa &'.

Daqui para a frente, quando falarmos de autématos
e semi-autématos, vamos supor acessivel
implicitamente.
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Congruéncia em automatos
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Congruéncia em automatos

Uma congruéncia num AD é uma congruéncia do
respectivo semiautdmato que preserva a
s ~ 144 . .
operacao” adicional p € f.
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Congruéncia em automatos

Uma congruéncia num AD é uma congruéncia do
respectivo semiautdmato que preserva a
s ~ 144 . .
operacao” adicional p € f.

Isso implica que se p ~ g, entao ambos sao finais ou
ambos sao nao-finais.
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Congruéncia em automatos

Uma congruéncia num AD é uma congruéncia do
respectivo semiautdmato que preserva a
s ~ 144 . .
operacao” adicional p € f.

Isso implica que se p ~ g, entao ambos sao finais ou
ambos sao nao-finais.

Dada uma congruéncia, podemos definir o autébmato
quociente, tomando como estados finais as classes
dos estados finais originais.
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Homomorfismos de automatos
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
peF=q@(p)eF’ e p e K\F= @(p) e K'\F".
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
peF=q@(p)eF’ e p € K\F = @(p) e K'\F".

Equivalentement: pe F & @(p) € F'.
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
pefF=@(p)efF’ e p e K\F=¢@(p) e K'\F.

Equivalentement: pe F & @(p) € F'.

Continua valendo:

@ Composicao funciona.
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
peF=q@(p)eF’ e p € K\F = @(p) e K'\F".

Equivalentement: pe F & @(p) € F'.

Continua valendo:

@ Composicao funciona.
@ A projecao candnica em um quociente é um
homomorfismo.
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
peF=q@(p)eF’ e p € K\F = @(p) e K'\F".

Equivalentement: pe F & @(p) € F'.

Continua valendo:

@ Composicao funciona.
@ A projecao candnica em um quociente é um
homomorfismo.
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Homomorfismos de automatos

Um homomorfismo @ : (K,%,8,s,F) — (K’,%,8,s",F) é
um homomorfismo de semiautdmatos tal que:
peF=q@(p)eF’ e p € K\F = @(p) e K'\F".

Equivalentement: pe F & @(p) € F'.

Continua valendo:

@ Composicao funciona.
@ A projecao candnica em um quociente é um
homomorfismo.

Proposicao
Se existe homomorfismo de um autébmato em outro,

entao eles reconhecem a mesma linguagem.
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uUclll.
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uUclhil

xel(f)esxeF
S p(sx)eF’
S p(s)xeF’
o s'xef’
o xelL(Y).
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A congruéncia natural
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A congruéncia natural

Dado & = (K,%,6,s,F), vamos definir em K a relacéo
binaria

~, g se para toda palavra x, pxe€ F < gxeF.
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A congruéncia natural
Dado & = (K,%,6,s,F), vamos definir em K a relacéo
binaria

~, g se para toda palavra x, px€f & gxef.
3Nf,éwwm

Prop: ~, € uma congruénciaem &. - (PR ?C,
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A congruéncia natural

Dado & = (K,%,6,s,F), vamos definir em K a relacéo
binaria

~, g se para toda palavra x, pxe€ Fs gxeF.

Prop: ~, € uma congruéncia em .

Um AD & é reduzido se ele é acessivel e ~ éa
identidade.
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A congruéncia natural

Dado & = (K,%,6,s,F), vamos definir em K a relacéo
binaria

~, g se para toda palavra x, pxe€ Fs gxeF.

Prop: ~, € uma congruéncia em .

Um AD & é reduzido se ele é acessivel e ~ éa
identidade.

Prop: Para todo AD &/, &/~ é reduzido.
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O automato de uma linguagem

Y como semiautdémato:
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O automato de uma linguagem

Y como semiautémato:
K=%Y,s=A,6(x,0)=xo.
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O automato de uma linguagem

Y como semiautémato:
K=Y,s=2,06(xy)=xy.
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O automato de uma linguagem

Y como semiautémato:
K=Y,s=2,06(xy)=xy.

Dada L C Y, definimos A, colocando F = L:
A =(X,%8AL).
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O automato de uma linguagem

Y como semiautémato:
K=Y,s=2,06(xy)=xy.

Dada L C Y, definimos A, colocando F = L:
A =(X,%8,AL).

U

Prop: A, reconhece L. 7
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O automato de uma linguagem

Y como semiautémato:
K=Y,s=2,06(xy)=xy.

Dada L C Y, definimos A, colocando F = L:

A =(X,%,6A,L). AR S

4

Prop: A, reconhece L. P x LD

Prop: Se & reconhece L, entao existe um
homomorﬁsmoAL - Y.
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O automato reduzido de uma
linguagem
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O automato reduzido de uma
linguagem

Vamos reduzir A;. A construcao toda pode ser
descrita diretamente a partir de L.
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O automato reduzido de uma
linguagem
Vamos reduzir A;. A construcao toda pode ser

descrita diretamente a partir de L.
Arelagao ~, pode ser denotada mais simplesmente

por ~;, e € uma relacao em » , dada por:

X ~, y sse para toda palavraz,xzel & yze L.
\/_’_/«
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O automato reduzido de uma
linguagem
Vamos reduzir A;. A construcao toda pode ser
descrita diretamente a partir de L.

Arelagao ~, pode ser denotada mais simplesmente
p@, e € umarelacao em Z*, dada por:

X ~, y sse para toda palavraz,xzel & yze L.
O autébmato reduzido é: S
o= (X /5,6, (L))
onde §([x],0) = [xo] e 7t é a projecao candnica.
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O automato reduzido de uma
linguagem
Vamos reduzir A;. A construcao toda pode ser

descrita diretamente a partir de L.
Arelagao ~, pode ser denotada mais simplesmente

por ~,, e €éumarelacao em Z*, dada por:
X ~, y sse para toda palavraz,xzel & yze L.
O autébmato reduzido é:
A — s =(S/~, 56 (L))

onde §([x],0) = [xo] e 7t é a projecao candnica.
Este autdbmato € muuuuuuuuuito especial.
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Uma caracterizacao

Teorema

(Myhill-Nerode) Uma linguagem L é regular se e
somente se ~ tem indice finito.
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