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Aula 13

Definicao

Sejaf:Q CR? SR ePye Q. Dizemos que Py é um ponto de
maximo (global) de f em Q se, f(Py) > f(P) para todo P € Q.
Sendo Py ponto de maximo de f o niimero f(Py) é chamado de
valor maximo de f em Q.

Definicao
Sejaf:Q CR?> 5 R ePye Q. Dizemos que Py é um ponto de

maximo local de f se existe uma bola B centrada em Py tal que
f(Py) > f(P) para todo P € BN Q.
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Definicao

Sejaf:Q CR? SR ePye Q. Dizemos que Py é um ponto de
minimo (global) de f em Q se, f(Py) < f(P) para todo P € Q.
Sendo Py ponto de minimo de f o niimero f(Py) é chamado de
valor minimo de f em Q.

Definicao
Sejaf:Q CR?> 5 R ePye Q. Dizemos que Py é um ponto de

minimo local de f se existe uma bola B centrada em Py tal que
f(Py) < f(P) para todo P € BN Q.
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Definicao

Sejaf:Q CR? >R ePye Q. Dizemos que Py é um ponto de
sela de f se para toda bola B centrada em Py, existem P e Q em
BN Q tais que f(P) < f(Py) < f(Q).

Observacao:

As vezes usaremos o termo extremo global (local) ou extremante
global (local) para designar um ponto de maximo global (local) ou
minimo global (local).
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Exemplo
) =x%+y?
0,0) =0

O ponto (0,0) é um ponto de minimo global de f(x,y
e £(0,0) =0 € o valor minimo de f, pois, f(x,y) > f(
para todo (x,y) € R?.

Exemplo

O ponto (0,0) é um ponto de maximo global de

fix,y) =1—x%>—y?ef(0,0) =1 é o valor mdximo de f, pois,
f(x,y) < f(0,0) =1 para todo (x,y) € R?.
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Definicao
Dizemos que um ponto Py pertencente ao interior de Df € um
ponto critico de f se Vf(Py) = (0,0)

Teorema
Seja Py um ponto interior de Dy e suponhamos que %(Po) e
%(Po) existam. Se Py é um extremante local de f entdo

3 (Po) =0 e §L(Po) =0, isto €, VF(Py) = (0,0).
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Observacao:

1) Segue deste teorema que se Py é ponto interior a Dy, f
diferenciavel em Py e Py é extremante local de f, ent3o o plano
tangente ao grafico de f em (Py, f(Py)) serd paralelo ao plano
z=0.

2) O teorema anterior nos diz que se f admite derivadas parciais
em todos os pontos interiores de Dy, entdo os pontos criticos de f
s3o, entre os pontos interiores de Dy, os tnicos candidatos a
extremantes locais de f.
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Exemplo

Seja f(x,y) = x> + y2. Como Df = R? é um conjunto aberto e
Vif(x,y) = (2x,2y), segue que (0,0) é o tnico candidato a
extremante local. Vimos que (0,0) € minimo global de f.

Exemplo

Seja f(x,y) = x? — y?. Como Df =R? é aberto e

Vif(x,y) = (2x,—2y), segue que (0,0) é o tnico candidato a
extremante local. No entanto, (0,0) ndo € extremante local de f,
pois, f(0,y) = —y? < £(0,0) =0 < f(x,0) = x? para todo x e
para todo y. Deste modo, (0,0) é um ponto de sela de f.
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Teorema
Sejam f : Df C R?> = R de classe C? e Py = (xp, yo) um ponto
interior a D¢. Entdo

a) Se Py é ponto de maximo local entao (PO) <0e
2
§7§(Po) <0.

b) Se Py é ponto de minimo local entdo %(Po) >0e
2
§7§(Po) > 0.
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Exemplo

Determine os candidatos a extremantes locais de

fix,y) =x3+y3—3x—3y +4

solucao:

Como o dominio de f é R? (é aberto) os candidatos a extremantes
locais sdo os pontos criticos de f. Temos que

of of
-6 y), 3 (xy) | = (3x* = 3,3y* —3) = (0,0) =
0x oy

3x2—3=0=>x=41, 3y°—3=0=y==+1
Portanto os pontos criticos de f s3o os pontos (1,1), (1,—1),
(_1)1) € (_1)_]? )
Por outro lado, g—x';(x,y) =6x e g—y’;(x,y) = 6y. Daf



Aula 13

a2’c(l 1)=6e 55 y (1 1) =6, logo (1,1) é candidato a ponto de

0x2
minimo local

%(—1, 1)=-6e giyg(—l, 1) =6, logo (—1,1) n3o é extremante
local.
a2’c(l —1)=6e (1 —1) = —6, logo (1,—1) n3o é extremante
local.

azf( 1,—-1)=—-6e a2f( 1,—1) = —6, logo (—1,1) é candidato a
ponto de maximo Iocal
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Definicao
Seja Q C R? aberto, f: Q — R uma funcio de classe C>. A
funcdo Hf (x,y) dada pelo determinante

PLioy) SE(x
y)
Hf(xGy) =| S0 &y

axay(Xa)/) aT,2(X)Y)

€ chamado determinante Hessiano de f. Note que

2f O f 2
Hf(x,y) = @(Xd/)aiﬁ(xd/) - (y(X>Y))
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Teorema
Sejam f(x, y) de classe C? e (xg, yo) um ponto interior de Ds.
Suponhamos que (xo, yo) seja ponto critico de f. Entdo

a) Se %(xo,yo) > 0 e Hf (x0, ¥o) > 0, entdo (xo, yo) serd ponto de
minimo local de f.

b) Se g%(xo,yo) < 0 e Hf(xo, o) > 0, entdo (xo, yo) serd ponto
de maximo local de f

c) Se Hf (xo, yo) < 0, entdo (xo, yo) ndo serd extremante local.
Neste caso (xg, yo) serd ponto de sela.

d) Se Hf (xo, yo) =0, nada se pode afirmar.
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Exemplo

Seja f(x,y) = x3 + y3 — 3x — 3y + 4. Encontrar os pontos
extremantes de f.

solucao: Vimos que os pontos crl'ticos de f sd3o (1,1), (1,—1),
(—1,1) e (—1,—1). Temos que ( ,y)=6xe

6x O
Hf =
(x,y) ‘ 0 6y ‘
Ent3o
Hf(1,1) =36 > 0, 325(1 1) =6 >0, logo, (1,1) é ponto de

minimo local.
Hf(—1,—1) =36 > 0, ( 1,-1)=-6<0, logo, (—1,—1) é
ponto de maximo IocaI
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Hf(—1,1) = Hf(1,—1) = =36 < 0, logo, (1,—1), (—1,1) sdo
pontos de sela.

Exemplo
Seja f(x,y) = x* + y*. O dnico ponto critico de f é (0,0) e temos
que Hf(0,0) = 0. No entanto (0,0) € ponto de minimo global.

Exemplo
Seja f(x,y) = x>+ y°. O dnico ponto critico de f é (0,0) e temos
que Hf(0,0) = 0. No entanto (0,0) € nio € extremante local de f,

pois x = 0 ndo é extremante local de f(x,0) = x°.
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