RELACOES DE EQUIVALENCIA

Definicao 1: Seja R uma relacao em um conjunto A. Dizemos que:
(a) R é refleziva se xRx para todo x € A;
(b) R é simétrica se xRy implica yRx para todo z,y € A;
(¢) R é transitiva se xRy e yRz implicam xRz para todo z,y,z € A.

Exercicio 1. Verifique quais das propriedades acima a relacdo R = {(z,y) € N* x N* : x|y}
satisfaz.

Definigao 2. Uma relagdo R em um conjunto A é uma relacdo de equivaléncia em A se R
é reflexiva, simétrica e transitiva.

A terminologia usada é aquela que vocés ja devem ter visto antes:

Definicao 3. Seja F uma relacao de equivaléncia em um conjunto A.

(i) Se aEb dizemos que a é equivalente a b (mddulo FE).

(ii) Se a € A, o conjunto [a]g = {x € A : aFz} é chamado de classe de equivaléncia de a
(mddulo E).

Exercicio 2. No conjunto dos ntiimeros inteiros Z defina
zFEy se e somente se x = y(modb) se e somente se blr — y.

(a) Mostre que F ¢é uma relacdo de equivaléncia em Z.
(b) Ache as classes de equivaléncia de E.

Exercicio 3. Seja E uma relagao de equivaléncia em A. Mostre que, para quaisquer a e b
em A, sao equivalentes as seguintes afirmagoes:

(a) aFEb;

(b) [a]e = [b]E;

(c) [a]e N [b]E # 0.

Voltando ao exercicio 2, note que a relagao de equivaléncia divide Z em “pedagos” nao-
vazios dois a dois disjuntos. Isso acontece sempre que se tem uma relagao de equivaléncia:

Exercicio 4. Seja E uma relacao de equivaléncia em um conjunto A. Mostre que:
(a) [z]r # 0 para todo x € A4;
(b) [x]r # [y]g implica [x]g N [y]g = 0 para todo z,y € A;

(c) H{[z]g:2 € A} = A.
As propriedades (a), (b) e (c) do exercicio acima motivam a seguinte defini¢ao:

Definigao 4. Uma colegao P de subconjuntos de um conjunto A é uma particao de A se
satisfaz as seguintes propriedades:
(a) X # () para todo X € P;
(b) para todo X,Y € Pse X #Y, entao X NY = (J;
(c) UP = A.
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Segue entao do exercicio anterior que se E é uma relacao de equivaléncia, o conjunto das
classes de equivaléncia determinadas por F

AJE ={[z]g:x € A}

é uma particao de A. O conjunto A/E serd chamado de conjunto quociente de A por E .

Temos entao que toda relagao de equivaléncia em A determina uma particao de A. Mas
serd que podemos fazer o caminho inverso? O exercicio seguinte mostra que sim: dada uma
particao de um conjunto A, podemos definir uma relacao de equivaléncia que “corresponde”
a essa particao.
5. Seja P uma partigao de um conjunto A. Defina a seguinte relacao em A:

aFpb se e somente se 3C' € P talquea € C'e b e C.

(a) Mostre que Ep é uma relacao de equivaléncia em A.
(b) Mostre que para todo a € A, [a]g, = X, onde X € P é tal que a € X.
(c) Conclua que A/Ep = P.

6. Seja P = {{—=z,2} : 2 € Z}. Mostre que P é uma parti¢ao de Z e defina Fp.

7. Particione N em conjuntos da forma {2k, 2k + 1}, k € N. Ache a relagao de equivaléncia
correspondente.



