Eduardo Lobo Lustosa Cabral

SISTEMAS NA FORMA SS EM TEMPO DISCRETO

1. Motivacao

» Controlador por realimentacdo dos estados projetado em tempo continuo nem sempre

pode ser discretizado para ser implementado em computador digital.

» Necessdrio fazer projeto do controlador diretamente em tempo discreto.

» Discretizacdo de um sistema na forma do espago dos estados € relativamente simples.

» Todos os conceitos vistos para sistemas em tempo continuo tem o seu equivalente em

tempo discreto.

2. Discretizacao temporal

» Dado um sistema LIT de ordem n representado na forma SS,

X(1) = Ax(r) + Bu(r)
y(1) = Cx(z) + Du(z)

onde X(k) € R",u(k) e R"ey(k) € R".
» Resposta temporal desse sistema é dada por:
X(t) = e¥x(0) + [ A" Bu(r)dz
0
» Malha de controle implementada por computador:

Computador -«—e—» Mundo real
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¢ Conversor D/A entre o computador e o sistema = Durante um periodo de
amostragem (7,) as entradas do sistema permanecem constante como mostra a figura
e a equacao abaixo.

u(r) = U(kT, ), para kT, <t < (k +1)T, 3)

sinal tempo
discreto, u(kT,)

sinal tempo
continuo, u(t)

» Integrando eq. (2) em um periodo de amostragem (k7, < t < (k+1)T,) e usando a restri¢ao
imposta pela eq. (3):

(k+DT,
X[(k + DT, ] = MV X (kT ) + [ j eA(H)BdT}U(kTa) 4)

kT,

» Simplificando notacdo (omitindo periodo de amostragem na escala de tempo) e

realizando mudanca de varidvel de ¢ parat’ =t — kT, para simplificar o segundo termo do
lado direito.

X(k +1) = e*x(k) + { j eA"BdO']u(k) (5)
0
ou
X(k+1)=®x(k)+Tuk) (6)
onde
O =

T, 7
r= jeA"BdO' @
0

» Na medida em que a equacio da saida € uma equagio algébrica a sua versdo em tempo
discreto é simplesmente dada por:

y(k) = Cx(k) +Du(k) ®)
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Exemplo: Obter o equivalente em tempo discreto do sistema duplo integrador.

ﬂo—o 1ﬂ0+0 (1)
“lo 0 [

Y0 =[ 0x@

> Usando o método da Transformada de Laplace para calcular e :

-l ]

Calculando a Transformada Inversa de Laplace,

1
eAt — t

Substituindo ¢ por T,:

¢=kNLn=F n}

0 1

» Matriz das entradas:

>
s 41 oo 4o o
szeA"Bdazj dazj' do=| >
) Yo 11 A
c
0
T2
Fr=| 2
T

a

» Sistema em tempo discreto na forma SS:
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1T T,
x(k+1):{0 1}x(k)+ 7 |u(k)
T

a

y(k)y=[1 0lx(k)

» Polos do sistema:

Tempo continuo = p,, =0 (duplo integrador tem dois p6los na origem)

Tempo discreto = p,, =1 (duplo integrador em tempo discreto tem dois polos em

z=1)

3. P6los de sistemas em tempo discreto na forma SS

>

Os p6los de um sistema em tempo discreto, da mesma forma que para em tempo
continuo, sdo os autovalores da matriz dos estados em tempo discreto.

O problema de autovalor e autovetor aplicado a matriz ® de dimensao nxn fornece:

[A1-®v, =0, parai=1,..,n

onde A; sdo os autovalores da matriz @ e V;j sdo os seus autovetores.

(24)

Os autovalores sdo obtidos calculando-se as raizes da equacao caracteritica do sistema,

ou seja:

detf1-®]=0

Ap6s o célculo dos autovaloes = para cada autovalor obtém-se o seu autovetor
correspondente por meio da equagao (9).

(25)

Pdlos de um sistema em tempo continuo e em tempo discreto estdo relacionados por meio

da equacao que define o mapeamento entre os planos s e z.

1
z=e'", ou z=—1In(z)

a

(26)

Pela eq. (26), tendo os pélos do sistema em tempo continuo pode-se calcular os pélos

do sistema em tempo discreto, ou vice versa.

Usando a eq. (26) para comparar o comportamento temporal de um sistema em
tempo continuo e o seu equivalente em tempo discreto chega-se as seguintes
conclusoées:
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e A estabilidade de um sistema no dominio de tempo continuo s estd associada
posicdo dos seus pdlos no lado esquerdo do plano complexo s, enquanto que
estabilidade de um sistema no dominio de tempo discreto estd associada a
localizagdo dos seus pdlos no plano z dentro do circulo unitério.

[S-R N

e Existem sistemas em tempo discreto que ndo tem equivalente em tempo continuo =
sistemas em tempo discreto com pélos no eixo real negativo ndao possuem
correspondente em tempo continuo = isto € fécil de ser observado por meio da eq.
(26), que para um ntimero real menor do que zero a funcdo In ndo € definida.

¢ Um sistema em tempo discreto com pdlo na origem (z = 0) equivale, segundo a eq.
(26), a um sistema em tempo continuo com pdlo em —oo, ou seja, um sistema que
responde instantaneamente a mudancas na entrada ou a uma condicdo inicial
diferente de zero, o que na realidade nao existe.

4. Transformacao SS para TF em tempo discreto

» A fun¢do de transferéncia de um sistema em tempo discreto pode ser obtida da sua
representacao no espago dos estados da mesma forma que foi feita para tempo continuo
= porém utlizando a Transformada Z no lugar da Transformada de Laplace.

» Aplicando Transformada Z na equacio da dindmica dos estados (eq. 6)

A Ax(k+D}= 7 {®x (k) +Tu(k)} (12)
Assumindo condig¢des iniciais iguais a zero,

X (2) = PX(2) +TFU(2) (13)

Rearranjando e isolando X(z),

X(z) = (- ®)'TU(2) (14)
» Aplicando Transformada Z na equagao das saidas do sistema (eq. 8) e substituindo X(z)
daeq. (14).
Y(z) = |C(z1-®) T +D(2) (15)

A matriz de FT, com dimensao pxm, € dada por:

G(z2)=C(z-®)'T+D (16)

» Cada FT da matriz de fungdes de transferéncias pode também ser calculada usando
somente determinante de matrizes como no caso em tempo continuo:



Eduardo Lobo Lustosa Cabral

d - -T;
et Ci Dij

det[zl - @]

G,;(z)= 7)

onde C; € a i-ésima linha da matriz C e I'j é a j-ésima coluna da matriz I" e Djj é o
elemento i,j da matriz D.

» Cada FT da matriz de funcdes de transferéncias em tempo discreto pode também
ser obtida diretamente da FT em tempo continuo.

» A FT em tempo discreto relaciona a entrada do sistema em tempo discreto com a saida do
sistema em tempo continuo, como mostra a figura abaixo:

u(kT,) D/A u(t) > G(s) y(®) A/D V(kT,)
— —— _
u(kT,) G y(kT,)

» De acordo com a figura acima, a funcdo de transferé€ncia do processo em tempo discreto
pode ser calculada através da seguinte expressao:

G(z)= 417 G, (9G]} (18)
Dinamica do conversor D/A pode ser desprezada e a dinamica do conversor D/A é dada
por:

1 _ 5T,
Gpa(s)= (19)
Substituindo a eq. (19) na eq. (18) tem-se:
—sT,
G(z)=.7 {L/ ! [w G(s)}} (20)
s
Como e representa um atraso (z_l) a eq. (20) pode ser reescrita como:
G(2)=(1-2").7 {i/ {@} 1)
s
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ou

Gn=L"D » {y - [@}} 22)

< A

» Observe que a funcdo de transferéncia de um sistema em tempo discreto, G(z), ndo é

igual a Transformada Z da resposta a impulso da fun¢do de transferéncia em tempo
continuo, G(s), ou seja,

G = 717 6], (23)

Exemplo: Obter a FT do sistema duplo integrador em tempo discreto e
comparar com a FT do sistema em tempo continuo.

» Tempo continuo:

X(t) = 01 X(1) + 0 (1)
“lo 0 1|

y0=[t ol

1 1 1
G(S) :c(SI—A)_lB—i-D: [1 0] S 512 |: :|: [1 0] S :iz
o — [ 1] s
S

s

» Tempo discreto:

1T, L
X(k+1)= {0 1 }X(k) +| o juk)
T

a

vk =[1 0fxk)
FT em tempo discreto é dada por:

G(z)=C(zI-®)'T+D

I
0 z-1 (z—-1 0 z-1
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z-1 T, - 2
G(x)=Cld-®)'r=[1 o] @~V D"} { =L }7
= B 1= I ER TR IR
(z-D* | ¢ ’
Taz(Z_l) 2 ,
G(z)= 2 a :Ta (z+12)
(z—-1 2(z-1)

» Comparando as duas FT:

e Polés da FT em tempo discreto (z = 1) e em tempo continuo sdo mapeados pela eq.
(26) que representa 0 mapeamento entre os planos s e z.

¢ FT em tempo discreto tem um zero em z = —1 = esse zero finito ndo existe no
sistema em tempo continuo.

> Na discretizacao temporal de uma FT surgem n —m — 1 zeros finitos a mais, que nao

existiam na FT em tempo continuo (n = ordem do sistem e m = nimero de zeros
finitos da FT em tempo continuo).

5. Resposta temporal em tempo discreto

» Equagido dos estados em tempo dicreto:

X(k+1)=®x(k)+Tu(k)

» Equagido de recorréncia = todos os termos do lado direito estdo no temp k7, e se forem
conhecidos pode-se calcular os estados no novo instante de tempo (k+1)7,.

» A solugao temporal de um sistema em tempo discreto € obtida recorrendo-se a equacio
dos estados iniciando do tempo ¢ = 0 até um tempo genérico t = kT,.

» Assumindo a condi¢io inicial para o vetor de estados, X(0) = X, € conhecendo-se o vetor
de entradas, U(k7,), para todo kT,, pode-se calcular X(kT,) para todo instante de tempo,
como segue:

X(T,) =®x, +Tu0)
X(2T,) =®x(T,) +Tu(T,) = ®°x, + ®ru(0) + Fu(T,)
X(3T,) = ®x(2T,) +Tu(2T,) = ®°x, + ®’Tu(0) + ®ru(7,) + Fu(2T,) (7

k—1
X(kT,) = ®* X, + > @“/'Tu(jT,)

Jj=0
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onde o primeiro termo do lado direito € a solu¢ao homogénea e o segundo termo do lado
direito € a solucao forcada.

» Para obter a saida do sistema basta substituir a eq. (27) na equagao das saidas (eq. 8)

k—1
Y(kT,) = CO*x, +CD> ®“/"Tu(jT,)+Du(kT,) (28)

Jj=0

» Observe que o comportamento temporal do sistema em tempo discreto é funcdo de @, ou
seja, depende dos autovalores da matriz @, ou dos p6los do sistema.

6. Controlabilidade e observabilidade em tempo discreto

» Os testes de controlabilidade e observabilidade em tempo discreto sdo praticamente
iguais aos em tempo continuo.

» Para o caso do sistema em tempo discreto a matriz de controlabilidade é similar ao caso
de sistemas em tempo continuo.

M,=[F or oT - o"r| (29)

» A mesma condi¢io utilizada para verificar a controlabilidade de um sistema em tempo
continuo vale para um sistema em tempo discreto de ordem n:

Posto(M¢) = n = entdo sistema definido pelas matrizes (®, I') € controlavel.

» Da mesma forma que para a controlabilidade, a matriz de observabilidade para sistemas
em tempo discreto € similar ao caso de sistemas em tempo continuo.

Cc
co

M, =|CO’ (30)

CO" |

» A mesma condi¢io utilizada para verificar a observabilidade de um sistema em tempo
continuo vale para um sistema em tempo discreto de ordem n:

Posto(Mo) = n = entdo sistema definido pelas matrizes (®, C) € observavel.
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7. Representacao de atraso na forma SS em tempo discreto

» A representacdo de um atraso em tempo discreto é relativamente facil em comparagdo
com tempo continuo.

> Representacao de um atraso de um intervalo de tempo fy em tempo continuo:
s -t
f@—ty))——F(s)e ™

» Adotando um periodo de amostragem de forma que o atraso seja um multiplo
inteiro do periodo de amostragem

t, =mT (31)

a

Atraso de mT, em tempo discreto € representado por:
T, =mT,)———F(z)z™"

> A equacio de estados de um sistema com um atraso de mT, na entrada é dada por:
X(k +1) = ®x(k)+Tuk —m) (32)

» Como a representagao de um sistema considera a entrada no mesmo instante que 0s
estados presentes no lado direito da equacao (tempo k7,) entdo a eq. (32) deve ser
modificada.

Para modificar a eq. (32) o atraso de mT, na entrada é representado por varidveis de
memorias para guardar a varidvel U(k7,) anteriores , ou seja, nos instantes de amostragem
(k—1)T, até (k—-m)T,

» Memodrias sao representadas por estados = no caso de um sistema SISO a inclusao
de m memdrias significa incluir m novos estados na dinamica do sistema.

Novo vetor de estados, Xm(k), com a inclus@o de m memorias para salvar os valores
atrasados da entrada num sistema SISO:

X(k)
uck —m)

X (k) =], (33)
uk -1

Dinamica dos estados do sistema com o novo vetor de estados:

10
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_X(k + 1) ¢nxn rnxl Onxl Onxl__x(k) ] Onxl
uk-m+1)| [0, O 1 - 0 [utk—m) 0
uk-m+2)|=/0,_ 0 0O -+ O (uk-—m+1)[+|0 |uk) (34)
| u(k) |10, 0 0 - 0 Juk-D | [1 |
-
X, (k+1) D, X (k) Mo

» A inclusao de m novos estados para representar memorias representa m, novos polos no
sistema localizados em z = 0.

» Um atraso que ndo seja multiplo inteiro do periodo de amostragem pode ser também
representado, mas a integral de convolucdo da eq. (4) tem que ser repartida em parcelas
de forma a considerar a(s) mudanca(s) na entrada durante o periodo de amostragem.

Exemplo: Obter o equivalente em tempo discreto do sistema abaixo, calcular
os seus polos, obter a sua FT e comprarar com os equivalentes em tempo
continuo.

{d)(t) =2a(t) + 2u(t —0,2)
y(1) = axt)

» Como o sistema é de 1* ordem a equagao do estado do sistema em tempo discreto é
obtida simplesmente fazendo-se:

T,

a

otk +1) =e (k) + { j e 2dc7ju(k -0,2)

0

Adotando T, = 0,1 segundos = atraso representa 27,, tem-se:
0,1

ok +1) =e " (k) + {—%e—“} u(k —2)

0
w(k+1)=0,8187w(k)+0,1813u(k —2)

» Definido o novo vetor de estados com duas memorias para guardar as entradas atrasadas
em (k—1)Ta e (k—2)Ta,

(k)
X(k)=|u(k-2)
u(k —1)

» Sistema em tempo discreto com o atraso na entrada incoprorado:

11
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atk+1)| 10,8187 0,1813 0] w(k) 0
uk=1 [=| 0 0 1| uk—=2)|+|0 u(k)
u(k) 0 0 Offu(k-1) 1
(k)
yy=[l 0 0Juk-2)
u(k —1)

> Polos do sistema:

Tempo continuo = p =-2
p, =0,8187

Tempo discreto =
P23 =0

» Funcdo de transferéncia em tempo continuo = obtida aplicando-se Transfromada de
Laplace com condig¢des iniciais iguais a zero nas equacdes de estado e de saida:

sQ(s) = 2Q(s) + 2U (s)e "
Y(s) =Q(s)

Isolando Q(s) da primeira equagdo e substituindo na segunda:

QS _ o - 2%

U(s) s+2

» Funcdo de transferéncia em tempo discreto = como o sistema é SISO o mais facil é
usar a eq. (17)

z—a —=b 0 O

A-® -T 0 0 z -1
det
G- C D| |1 0 0 0
o det[z-®] z—a -b 0
det| O z -1
0 0 =z

onde a = 0,8187 e b = 0,1813. Calculando os determinantes usando a regra dos
cofatores no elemento (4,1) da a matriz do numerador, tem-se:

-b 0 0
((=D’detl z -1 0O
0 z -1 b 0,1813
G(z) = - =— =—
2 (z—a) 2z (z—a) z°(z—08187)

12
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8. Exercicios

1) Dado um motor elétrico cuja dinAmica € representada pela seguinte equagdo diferencial:

0(1) = 1)
a(t) =-2awt)+2u(t—0.2)
y(@) =6(t)

onde @ ¢ a posi¢do angular e u € a tensdo elétrica aplicada no motor. Note que existe um
atraso de 0,2 segundos entre a tensdo elétrica aplicada e a tensdo elétrica efetiva aplicada
no motor. Pede-sel:

a) Obtenha o equivalente em tempo discreto do motor. Qual o periodo de amostragem
mais conveniente para utilizar?

b) Calcule os pdlos e zeros dos sistemas em tempo discreto e tempo continuo.
¢) Obtenha a func¢do de transferéncia em tempo discreto.

2) Dado um forno elétrico cuja dindmica € representada pela seguinte equacio diferencial:

40w =—6(t)+2u(t - 0,15)

onde @ ¢ a temperatura do forno e u € a tensdo elétrica aplicada no aquecedor do forno.
Note que existe um atraso de 0,15 segundos entre a tensdo elétrica aplicada e a poténcia
efetiva do aquecedor. Pede-sel:

a) Obtenha o equivalente em tempo discreto da planta utilizando um periodo de
amostragem igual a 0,1 segundos.

b) Calcule os pélos e zeros dos sistemas em tempo discreto e tempo continuo.
c) Obtenha a func¢do de transferéncia em tempo discreto.

3) Dado o avido F8 das aulas passadas, cuja dindmica modifica é dada por:

0 0 1 0 0 0
. 1,5 -15 0 00057 0,16 0,6
X(1) = X(1) + u(r)
-12 12 -08 -0,0344 ~19 ~2,5
-08524 02904 0 —0,0140 ~0,0115 —0,0087
=" 0 O
y 10100

Pede-se:
a) Discretize o sistema usando um periodo de amostragem de 0,5 segundo.
b) Calcule os pélos, autovetores e zeros do sistema em tempo discreto.

13
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Compare os pdlos, autovetores e zeros dos sistemas em tempo continuo e tempo
discreto.

Faca os controles iguais a zero e simule o transitério usando o sistema em tempo
discreto para a condicao inicial onde (0) = 1° e todos os outros estados iguais a zero.
Andlise em regime permanente. Na medida em que existem duas varidveis de
controle € possivel controlar duas varidveis independentes. Calcule os angulos do
elevador e do flaperon de forma que em regime permanente &= —1°¢ y= 0°. Observe
que nessa condi¢do o avido estd voando reto e com o nariz para baixo.

Aplique na forma de degrau os controles calculados no item (e) e simule o transitdrio
como o sistema em tempo discreto.

» Principais comandos do Matlab a serem utilizados:

c2d;
eig;
initial;
dstep;

dlsim.

14



