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PQI-5776 FENOMENOS DE TRANSPORTE |
AULA 4 -[parte 2 de 2]

Camada Limite Laminar - Placa Plana

1.Breve Histodérico

e Século 19 - Hidrodiné&mica (Matematica) X Hidrédulica (Empirico)
e 1900 - Interpretacdo da resisténcia de um corpo sélido devido
ao movimento relativo a um fluido. Problema ja discutido por

Newton - D’'Alembert (paradoxo - 1752) - Stokes - Rayleigh

e FEscoamento de fluido ideal - velocidade normal relativa na
interface sé6lido-fluido é nula.

e FEscoamento viscoso - (Navier , 1822; Poisson, 1829; Saint -
Venant, 1843; Stokes, 1845) - aderéncia na parede.

e Atrito na parede/camada limite - Rankine, 1864; Froude, 1874;
Mendeleyev, 1880.

e Hipdbdétese da aderéncia - parcialmente aceita

e 1904 - Prandtl (1875-1953) apresenta o artigo “Uber
Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung” Proc. Third
Internat. Math. Congress - Heidelberg - p. 484-491. Escoamento
de fluidos com cisalhamento pequeno.

“O processo fisico na camada limite entre um fluido e um corpo
solido pode ser calculado de maneira suficientemente
satisfatdéria, assumindo-se que o fluido adere as paredes, de modo
que a velocidade seja nula - ou igual a velocidade do corpo. Se a
viscosidade for muito baixa e a trajetdria do fluido ao longo da
parede ndo for muito extensa, a velocidade terd o mesmo valor
que muito proximo da parede. Numa fina camada de transicdo, a
brusca variacdo de velocidade, apesar do pequeno coeficiente de
viscosidade, produz efeitos notaveis”.

e A apresentacdo de Prandtl passou desapercebida por alguns

anos!!
e 1908 - Blausius - apresenta trabalho em publicacdo mais
acessivel - estudo detalhado das equacgdes da camada limite para

placa plana e posteriormente para cilindros.
e 1912 - Zhukovskii - Divulga a idéia de Prandtl.

e 1924 - (5% ed. - Hydrodynamics - Lamb) - Pela primeira vez,
cita Prandtl e Blausius.

e 1951 - Publicacdo da 1?% edicdo do livro “Teoria da Camada
Limite”, de autoria de H. Schlichting

Bibliografia do histdérico: Annual review of Fluid mechanics - Fluid mechanics
in the first half of this century - Sydney Goldenstein - 1969 - pp 1 -28.
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Ludwig Prandd

2 .Hipbteses

. Regime Laminar

. Regime permanente

. Escoamento incompressivel

. Escoamento bidimensional (x e y)
. Fluido newtoniano- Navier Stokes
. Auséncia da forca de campo

. Reynolds alto!!

~N o Ok w N

3.Equacionamento

Dv _ ﬂ+ v.gradv=pg—gradp+pulapv (1)
Pot Par PT P i
op -
— =—divpV Z
o N (2)
ap
il oV
ot aavx +Sr 0 (3)
divv=0 X Y
oV, ov, op o%v, 0%,
p| V, +V, =———+p St — (4)
0X oy 0X oX oy
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Camada Limite Laminar Hidrodinédmica

Escalas de adimensionalizacéo:

x =2 L , y 2 0
v 2 U , vy 2 V

3.1 “Scaling”

Adimensinalizando-se as varidveils:

0 << L (observacido experimental)

sendo 0 é a espessura da camada limite hidrodindmica.

Da continuidade (3):

+

x+Xa‘7v:o _ [Us)av, 8\7y:o
o%x 8 0y VL) ox oy
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A escala V é definida de modo a satisfazer as seguintes condicdes

do “scaling”:
oV,
oX

.y

0
~1 : Y ~1
0
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us _, _ _Usd (6)
VL L
Logo: V << U

3.2 “Scaling” da Navier- Stokes - direcdo x
2 i ~ A 2 A2n 2~
PO g Ve g OVu | PP WU (ﬁj 0, 0V, (7a)
L oX oy Lox o L) ox oy
— Y
(1 ~1 ~1
2 ~ ~ 2 N 2A
(pUS J( a2 +\7y6Vj‘J=—( P5 ]a? 2%
plL oX oy wdL jox oy
s(. ov, . 2%, Ps? \op 4%,
Rel —| |V, —2+V,— =+ —t+— (7)
L oX oy WL )ox oy
sendo f)=£ Re:&
P U

3.3 “Scaling” da Navier- Stokes - direcgdo y

2 20 20
3 8vy+a y
L) ox* oy°

pUzé(v ZA avy]_ Pﬁf)erU&Héj?—aZ\?y +5“y}

X —tV ~ T e AA
L Ll *ox Yoy soy & L|\L

2 ov ov B
pUZ 3y 0% o 0% ) _Pap v
L L oX oy 600y &

(8a)

Comparando-se as equacdes (7a) e (8a), observa-se que o0s termos
da equacdo de quantidade de movimento na direcdo y séo

despreziveis em relacdo aos da direcdo x (ordem d/L em relacdo
aos da x).

Multiplicando-se (8a) por 5/pU2,tem—se:

s (. oV, 0¥, P op 1|(sYaN, %,

T2 Vy ~ +Vy ~ == 2_A+_ T ~2 + ~D

L X oy pUs 2y Re|\L) 22X oy (8)
— [

~1 (1 ~1

Observa-se da equacdo (8) que Re -~ (L/d)2 >> 1 . Tem-se, também, da
PJp PJp op op
—_—— << — = <<

- — ’ a pressdo praticamente
oy L 2% oy O X

equacao (8)
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independe de y na camada limite. Assim, a pressdo na camada
limite é praticamente igual a pressdo p(x), no escoamento livre.

4. Solucdo exata da equacdo aproximada

A partir da andlise anterior, o sistema de equacdes pode ser
simplificado para:

ov
OV 9y g (3)
oxX oy
p=p(x)
2 9
o VX@VX +Vy6vx =_dp i 0V, (9)
dX ay d x oy?
Na borda da camada limite a velocidade é praticamente U, assim:
2
fulY ., ou)__dp (0% o)
OX oy dx oy?

Como U é na direcdo x e ndo varia com y, O escoamento externo
define a variacdo de presséo:

udu __dp 0
OX dx
Substituindo-se (11) em (9), tem-se:
A ZSIPCA M TR Ui d%v, (12)
P Tox T ey )T ax oy?

As velocidades na borda da camada e fora da mesma sdo iguais e,
no caso de placa plana, independentes de x, assim, de (11):

ou d
pulY _g__de
oX dx
Assim as equacgdes “aproximadas” sdo expressas por:
ov, OV
x4 - Y 0 (3)
ox oy

oV, ov, nodv,
v, +V ==
ox Yoy p oy?

Com as seguintes condig¢des de contorno:

parede, vy =0 > vk = 0
borda, y = ®© > vy = U
x =0 > vy = U

e vy = 0
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5. Solucdo de Blausius

Definindo-se:

U
n=y.|— (14)
VX
v
f(n)= (15)
m) xvU

onde vy € vy S3d0 expressos a partir da funcgdo de corrente VY,
segundo as expressdes:
oY oY

V,=— €& V, =——0
oy Y OX

Substituindo-se as equacgdes (14) e (15) em (13) e (3), tem-se:

d’f(n) ., d*f(n)
f 2 =0 16
sendo:
v, =0 910 _ gy (17)
dn

1 U df
vy = [n%—f(mj (18)

Com as seguintes condig¢des de contorno:

= - vk« = 0 e vy=0, £f =0 e f’'=0

parede, y = 0
= ®© > vy = U, f'=1

borda, vy

0, m
0, M

4

A solucdo é obtida na forma de uma série infinita. A tabela e
figuras anexas apresentam os valores calculados das fungdes £,
f'e f’’ e das velocidades vy e vy (Tabela e figuras anexas -
Schlichting, 1979).

Adotando-se o critério de 99% da variacdo da velocidade para
definir a espessura da camada limite, tem-se:

Vs _099=9" 099 = n=5=5 [V
U dn VX (19)
§=5 vx _ oX (20)
U Re,
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Table 7.1. The function f(#) for the boundary layer along a flat plate at zero incidence, after

L. Howarth [16]
— U ’ i rs
n=y oy 4 S Ueo f

0 0 0 0-33206
02 0-00664 0-06641 0-33199
04 0-02656 013277 033147
0-6 0-05974 0-19894 0-33008
0-8 0-10611 0-26471 0-32739
1-0 0-16557 0-32979 0-32301
12 0-23795 0-39378 0-31859
1-4 0-32298 0-45627 0-30787
1-6 0-42032 0-51676 0-29667
1-8 0-52952 0-57477 0-28293
20 0-65003 0-62977 0-26675
2-2 0-78120 068132 024835
2-4 092230 072899 0-22809
26 1-07252 0-77246 0-20646
2-8 1-23099 0-81152 0-18401
30 1-39682 0-84605 0-16136
32 1:56911 0-87609 013913
34 174696 0-90177 0-11788
36 1-92954 0-92333 0-09809
38 2-11605 0:94112 0-08013
40 2-30576 0-95552 0-06424
42 249806 | 096696 005052
4-4 269238 | 097587 0-03897
46 2-88826 0-98269 0-02948
48 3-08534 0-98779 0-02187
50 3-28329 0-99155 001591
52 3-48189 0-99425 0-01134
54 3-68094 0-99616 0-00793
56 3-88031 0-99748 0-00543
58 4-07990 0-99838 0-00365
6-0 4-27964 0-99898 0-00240
62 4-47948 099937 0-00155
64 4-67938 099961 0-00098
66 4-87931 099977 0-00061
68 507928 0-99987 0-00037
7-0 527926 0-99992 0-00022
7-2 547925 0-99996 0-00013
7-4 567924 0-99998 0-00007
7-6 5-87924 0-99999 0-00004
78 6-07923 1-00000 0-00002
80 6:27923 1-00000 000001
82 6-47923 100000 0-00001
84 6-67923 1-00000 0-00000
8-6 6-87923 | 1-00000 0-00000
88 7:07923 | 100000 0-00000
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Fig. 7.9. Velocity distribution in the laminar boundary layer on a flat plate at zero incidence,
as measured by Nikuradse [20]
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Fig. 7.7. Velocity distribution Fig. 7.8. The transverse velocity com-
in the boundary layer along a ponent in the boundary layer along a flat
flat plate, after Blasius [2] plate
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6. Fator de atrito

Define-se o coeficiente de arraste (fator de atrito) na placa
por:

ov
CD=1TVX =1” AT =1” (ﬁvx] (21)
U2 = pu? ay OIX = pu? Y ),
2 2 0 Jxy-o 2

Substituindo-se o perfil de velocidades expresso pela equacdo
(17), tem-se:

2
o %) T Y @ 22)
= pU? Y Jy=o = pU? XV dn
2 2
Para vy = 0 (m=0) = £”(0) = 0,332, resultando:
Cp = 0,664 |
Ux
C, =0,664 Re™"? (23)

Adota-se o Reynolds critico (limite do regime laminar) de 5.10°.

7. Camada Limite Laminar Térmica e MAassica

Neste caso a propriedade ¢ (temperatura e/ou concentrag¢do) na
parede é fixa (=¢w) e no fluido, longe da placa, a propriedade é
fixa (=@o) .

A equacdo adimensionalizada é dada por:
6, L

Ve~ (24)
Po APV,

10p0 . (2~ 1 .. .
——— +divp| Vo——qgrad =
st ot p( ?~pe? (Pj

Além das hipdtese adotadas no caso da camada limite
hidrodindmica, consideram-se as propriedades constantes e a
auséncia do termo de producdo, resultando:

¥ .grad @-Pielap =0 (25)

A equacdo acima sintetiza o problema conceitual da camada limite,
que pode ser abordado como a “ponderacdo” entre o processo
difusivo e o processo convectivo.

Multiplicando-se a equacdo (25) por Re, resulta:
17/31
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Ao L
Re v.grad ¢ ——~1ap ¢=0 (26)
14
Retornando-se a forma dimensional, tem-se:
2 2
an_(P+Vya_(P =F<P —a ([2)+6 (E (27)
oX oy oX oy
Do “scaling”, tem-se:
(fb: o=,
Py — Oy
go Y
8‘9
onde 8¢ é a espessura da camada limite da propriedade o.
Substituindo-se em (27), resulta:
Lu((po—qow)v op Vig-0.), a@}_r_w(q) . {6_5&2%&2«3]
X ~ Y An - 2 \F0 w 2 o2 ~ 2
L X o, ay S, L 2x° 2y
uo
Substituindo-se (6) = V=—2
Udy (. 04 o6 |0 0% 0%
10, qf+\7y (E) =|— A(E+ (P2 (28)
r,L 0X oy L® 0x° 09y
(1 21
U d2 0 0 2¢
0|, 00 g 00 | 00 (29)
r,L oX oy oy
Assim, a equacdo de conservagdo de ¢ é simplificado para:
2
V, ¢ +V, o0 :l“wa (p2 (30)
oX oy oy
Portanto, o sistema de equacdes a ser considerado é expresso
pelas equacdes (3), (13) e (30):
ov
oV, M o (3)
ox oy
ov, ov, nodv,
' +V, = 5 (13)
oX oy p oy
0 0 02
Vv, (P+vy (P—(p (PZ (30)
oX oy oy
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Camada Limite Laminar da propriedade ¢

Empregando-se a mudanca de varidvel expressa pelas equacgdes (14)
e (15) e substituindo-se na equacgdo acima,resulta:

As condigdes de contorno sdo expressas por:

Il
o

parede, vy > ¢o=0,, vx = 0 e vy = 0

[
8

borda, y > P=0p, e vx = U

que podem ser expressas por:

Il
o

parede, 1 > ¢=0
borda, n= o -> ¢o=1

A solucédo obtida para a equacdo (31), por Schlichting, para a
propriedade ¢, é expressa por:

¢=n i 1 v e ]
A Lﬂeﬂ)_ZI;sﬂf@wgdc
¢= = . = (32)
L= vV et
J.Q:O exp _Eﬁ s:Of(g)dg dq

A  solugdo ¢é véalida para a camada limite laminar para a
propriedade ¢.

A%

No caso de transporte de calor o =T e =—=Pr ,
a
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A% v
—=——=8C.
I' Dy
Da equacgdo (32) é possivel obter as seguintes relacdes
aproximadas para as espessuras das camadas:

e no caso de transporte de massa @ = Oa €

o
prie =21 (33)
o
o)
ScE =" (34)
)
U L U | L
[, '
\ /
@
\ s ;
\
\
] \
\ -
- < <
//////////r /Y, 7/, ///_///////////////1’/
Tw Ty
8) P~ 0 (liquid metals) b) P~oo( liguids;oils)

Fig. 12.8. Comparison between the temperature and velocity fields for boundary layers with
very small and with very large values of Prandtl number

8. Coeficientes convectivos de transferéncia de calor e de massa

Na parede, pela hipdtese da aderéncia, v = 0. Conseglentemente, o
fluxo de transporte é essencialmente difusivo.

Da equacdo (32), para Q6£i¥—<50, tem-se:
P

1/3
- 0,332(1] (35)
r

?

do

dn

n=0

O gradiente adimensionalizado de ¢, na posicgdo x, é dado por:

_[U | _ [Uxdo
g0 VX dnnzo v dn
Substituindo-se a equacdo (35), resulta:

U 1/3 1/3
-0332 -2 | Y| =0,332Re? | (36)
P=0 \Y 1“(p F(p

20/31

_dodn
o dndy

_ 9

P=0 ay

_ dndo

grﬁd [0)
s dydn

n=0

sendo Y=Yy/X.

grad 0l
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No caso de transporte de calor, tem-se:

vy .
=T , —=—=Pr , Nu=|gradT}_,,

(P T o (g )rfo
Nu = 0,332 Re /2 Pr'/® (37)

No caso de transporte de massa, tem-se:

A% A% ol
= o , —=—=S , Sh=\gradw,}_,,
L r D, : b
Sh =0,332Re /> Sc*'? (38)

Os coeficientes convectivos de transferéncia de calor e de massa
sdo definidos na interface/parede. Por exemplo, na interface o
fluxo de calor é dado por:

q" :h(TW —TO):q"naparede (39)
Na parede, pela hipdtese da aderéncia, v = 0, assim tem-se apenas
conducdo de calor:
; _ oT
q naparede — — kgrad T|y:0 = —k[—J ( 4 O )
y=0

Define-se h, a partir das equacdes (39) e (40), resultando:

T k(@ T/@ y)y:O

41
(TW_TO) ( !
Adimensionalizando-se, para ¥, =Y/X:
T, -1, )KoT/09:), 0 K (s K
h:—(O w = = —(6T/0Y =—Nu 42
X (T, -T,) x( /yT)y:O X (42)
Assim, tem-se a definicdo do numero de Nusselt:
h x
Nu=— 43
K (43)

No caso do transporte de massa, analogamente, tem-se para o
coeficiente de transferéncia de massa, kp

Na :kpp(o‘)AW_(OAO):jAy:O (44)

sendo:
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. 0O-0 y
— w \/ —
o= ¥y =
®, — O, X

Na parede tem-se apenas difusdo, expressa por:

= . dCOA
Ja =—pPDppOrdde,| = —pDyg ay | (45)
y=0
Substituindo-se (44) em (45) para ¥, =Y/X:
—pD 0w, /0Y) _
K, = o(007/0¥)0 Doy (W, /09, ), =222 5h (45)
p((’OAW_(DAO) X X
Assim, tem-se a definicdo do nUmero de Sherwood:
K_X
Sh=-" (46)
DAB

No caso do transporte de massa, deve-se considerar condicdo de
baixo transporte de massa (?!). Pois, na parede a condicdo de
contorno considerada é a de velocidade nula! O que, obviamente,
ndo se observa no caso de transporte de massa intenso na parede.
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