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Antes de Maxuwell

Nas ultimas décadas do Século XVIII e nas primeiras do Século XIX,
as descobertas de Coulomb, Ursted, Ampere e Faraday firmaram o
eletromagnetismo como ciéncia. Em notagdo matemética moderna, o
conhecimento fundamental acumulado nesse periodo pode ser resu-
mido por quatro equagdes diferenciais: a equacdo de Poisson

v.-b=2~, (1)
€0
a lei de Faraday
)
V XE= T (2
a lei de Gauss para o magnetismo
V-B=0 (3)
e a lei de Ampere
VxH=T7 (4)

Na Eq. (1), p é a densidade de carga elétrica e
€y = 8.85 x 107 2F/m (5)

e, na Eq. (4), 7 é a densidade de corrente elétrica. A densidade de
corrente e a densidade de carga sdo ligadas pela equacdo da continui-
dade,
_ dp
T=——. 6
Vei=-5 )
O vetor de deslocamento D e o campo elétrico E se relacionam pela
igualdade
D =«E, 7)
onde « é a constante dielétrica, que depende do material onde se me-
dem os campos. No vécuo, « = 1.
Analogamente, os campos H e B se relacionam pela igualdade

B — i, ®)

onde a permeabilidade magnética y também depende do material. A
permebealidade do vécuo é

to = 410~ "H/m. (9)

Na década de 1860, 0 escocés James Clerk Maxwell, com base em
andlise tedrica, concluiu que a Eq. (4) era incompativel com a equagdo
da continuidade. Era necessaria, portanto, uma corregéo.
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A corregio de Maxwell

Para ver que a Eq. (4) estd em conflito com a equagdo da continuidade,
precisamos apenas tomar o divergente nos dois lados da igualdade:

66XFI:6? (10)

Uma vez que o divergente do rotacional de qualquer vetor é sempre
zero, a Eq. (10) indica que V -7 = 0, em conflito com a Eq. (6). Nas
experiéncias de Jrsted e Ampere, feitas em circuitos de corrente conti-
nua, sem acimulo de carga, o conflito ndo se tornara aparente. Como
veremos mais adiante, porém, a incompatibilidade salta aos olhos em
circuitos com capacitores que se carregam ou descarregam.

Para compatibilizar a lei de Ampére com a equacdo da continui-
dade, o mais simples é somar ao lado direito da Eq. (4) uma corregdo
X, que deve ser escolhida de forma que a divergéncia do lado direito
seja zero. Em simbolos, escrevemos a expressdao

V x H= 7+ X (11)
e exigimos que
V-7+V-.X=0. (12)

A Egq. (6), da continuidade, nos diz que o primeiro termo a direita
na Eq. (12) é igual a — dp/dt. Podemos, assim, reescrever esta tltima
equacdo na forma

V. X=—. (13)

A Eq. (1), de Poisson, mostra que a densidade p é proporcional a
divergéncia do campo de deslocamento D. Com isso, a Eq. (13) pode
ser reescrita como

6 . X — GOMI (14)
ot
ou ainda
6-5&26-(6088?). (15)

Podemos assim ver que a definigdo

2 oD

= eog (16)

garante que a igualdade (12) seja satisfeita, ou seja, torna a lei de
Ampere corrigida, Eq. (11), compativel com a equacdo da continui-
dade.
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A partir de hoje, portanto, no lugar da Eq. (4), passaremos a traba-
lhar com a lei de Ampere corrigida:

—

\Y Xﬁ:7+eoa—D. (17)
ot

O segundo termo no lado direito da Eq. (17), identificado pela pri-
meira vez por Maxwell, em 1861, é conhecido como densidade de cor-
rente de deslocamento. A corrente de deslocamento se anula nos pon-
tos em que o campo de deslocamento (ou o campo elétrico) é cons-
tante. Quando o campo varia com o tempo, porém, ele contribui para
0 campo magnético em pé de igualdade com a corrente gerada pelo

movimento dos portadores. Vejamos um exemplo.

Corrente no interior de um capacitor

No circuito da figura 1, a forga eletromotriz é £ = &, cos(wt), onde
&y =1Vew = 10rad/s. Como o resistor, o indutor e o capacitor estdo
dispostos em série, a impedancia é a soma Z = R + iwL — 1/ (iwC).
Com w = 10, as impedancias do capacitor e do indutor se cancelam.
Resulta que Z = 20(), e a corrente complexa é

"y exp(lOzt)'

20 (18)

A corrente real I = Reu é, portanto,
=2 (10¢t) (19)
=50 cos . 9

A partir da Eq. (18), podemos encontrar a carga complexa z no ca-
pacitor. A equacdo equivalente a I = dQ/dt no plano complexo é
u = dz/dt, ou seja u = 101z, visto que tanto u como z sdo proporcio-
nais a exp(10it).

Assim, da Eq. (18) podemos extrair a carga complexa no capacitor:

_ exp(10it)
~ 2000 (20)
e, em seguida, calcular a carga real Q = Rez:
Q= € sen(10t) (21)
200 ’

A corrente | descreve o transporte de carga através do indutor, do
resistor e do gerador de tensdo. No interior do capacitor, entretanto,
inexiste transporte. Como pode a corrente desaparecer numa placa do
capacitor e reaparecer na outra?

Podemos responder intuitivamente a essa pergunta. A corrente é
alternada. Nos instantes em que circula no sentido horario, a cor-
rente carrega a placa da esquerda do capacitor. O actimulo de carga

B | | C
I
10 mF
1H§ <f\,>£
+

Figura 1: Circuito sujeito a tenséo alternada
€ = cos(10t), em Volts. A variagdo do
campo D gera uma corrente de desloca-
mento entre as placas do capacitor.
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na placa esquerda gera um campo elétrico no interior do capacitor. O
campo elétrico carrega negativamente a placa direita; para que isso
possa acontecer, é necessdrio que haja transporte de carga da placa di-
reita para o gerador. Dessa forma, o campo elétrico gerado no interior
do capacitor permite que a corrente salte da placa da esquerda para
a placa da direita sem passar pelo espago vazio ou preenchido com
material isolante no interior do capacitor.

Essa nogédo intuitiva é descrita matematicamente pela corrente de
deslocamento. Assim como a corrente [ através de uma superficie é o
fluxo da densidade de corrente 7 através da superficie, a corrente de
deslocamento I, é o fluxo da densidade de corrente de deslocamento
J; = €, 0D /0t através da superficie. Se a area das placas do capacitor
for A, a corrente de deslocamento através do dispositivo serd

dD
— gy

No lado direito, a derivada é ordindria, e ndo parcial, porque o vetor

I A. (22)

deslocamento depende apenas do tempo.

O campo D é produzido pelas cargas Q, na placa esquerda, e —Q,
na placa direita, do capacitor. Nos capacitores, a separacdo entre as
placas é muito menor do que as dimensdes das placas. Nessa geo-
metria, é boa aproximagdo calcular o campo como se fosse produzido
por planos infinitos com densidade superficial de carga o = Q/A. A
eletrostatica nos diz, entdo, que o médulo do campo é
co_ Q

D="—

e = T%- (23)

Substituido esse resultado no lugar de D no lado direito da Eq. (22),
a drea e €, se cancelam, e encontramos a corrente de deslocamento

dQ
I; = a’ (24)
ou, com a carga dada pela Eq. (21),
1
I; = %cos(lot). (25)

Compare agora os lados direitos das Egs. (19) e (25). A corrente
de deslocamento I;, através do capacitor, é igual ao fluxo de carga I,
através dos demais elementos do circuito.

Campo magnético devido a corrente de deslocamento

O resultado que acabamos de encontrar, na Sec¢do Corrente no interior
de um capacitor, é bem satisfatério. Pode dar a impressdo de que a cor-
rente de deslocamento é um artificio matematico especialmente proje-
tado para descrever o salto do fluxo de carga entre uma placa e outra

Figura 2: Interior de um capacitor com placas
planas circulares de raio R, visto ao longo do
eixo do capacitor. Os simbolos © indicam a
densidade de corrente de deslocamento. A
circunferéncia azul mostra uma das linhas do
campo magnético H gerado pela corrente de
deslocamento.
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do capacitor, mas essa interpretacdo é incorreta. Para mostrar que a
corrente de deslocamento tem realidade fisica, mostraremos nesta se-
¢do que ela gera um campo magnético no interior do capacitor.

Para facilitar, suporemos que o capacitor no circuito da figura 1 é
circular, constituido por duas placas planas redondas, de raio R. A fi-
gura 2 mostra uma das placas, vista de um ponto entre as duas placas
posicionado sobre o eixo do capacitor. Supomos que, no instante con-
siderado, o vetor deslocamento D, paralelo ao eixo, aponta para fora
da figura e seu médulo é crescente. Nessas condigdes, a densidade de
corrente de deslocamento tem a dire¢do e o sentido do campo, como
indicado pelos simbolos © na figura.

A simetria exige que as linhas de campo magnético sejam circulares,
centradas no eixo do capacitor, como ilustrado pela circunferéncia azul
na figura. Queremos calcular o campo H ao longo dessa linha de
campo.

Também por simetria, o0 campo deve ser uniforme ao longo da li-
nha. E facil, por isso, calcular a integral de linha de H ao redor da
circunferéncia:

74 H.di = 27rH. (26)

De acordo com o teorema de Stokes, a integral no lado esquerdo
da Eq. (26) é igual ao fluxo do rotacional de H através do circulo C
delimitado pela circunferéncia na figura:

fﬁ-d@’:/cﬁxﬁ-ﬁds. (27)

O rotacional de H é dado pela Eq. (17). Como ndo ha condugio
dentro do capacitor, o primeiro termo a direita é zero. E, como 7 é
paralelo ao eixo, que por sua vez é paralelo a D, a Eq. (27) assume a
forma

S o dD
fH.ow_eo_CEds. (28)

O campo D é uniforme no interior do capacitor. Seu médulo é dado
pela Eq. (23). Podemos fatora-lo da integral no lado direito da Eq. (28),
e resulta que

L - 1dQ
7§H-cw_Zﬁ [ as. (29)

A integral restante, no lado direito da Eq. (29) é a area do circulo
dentro da linha de campo, isto &,

/C ds = nr. (30)
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Temos, portanto, que

. - mr*dQ
f Al =TS (31)

A integral de linha no lado esquerdo é também dada pela Eq. (26).
A comparagdo com a Eq. (31) mostra, portanto, que

r? dQ
27TTH = 7@, (32)
ou seja
_r dQ
= 5Adr (33)

Podemos, por fim, substituir a expressdo (21) no lugar de Q, no
lado direito, e efetuar a derivada. Notando que a area das placas é
A = 1tR?, chegamos ao resultado

r

H= mcos(lO t), (34)

que também pode ser escrito na forma

r

H=——1I
ARV (35)

onde I é a corrente na Eq. (19).

A Eq. (35) vale dentro do capacitor, isto é, para r < R. Podemos
ver que o campo magnético no eixo (r = 0) é zero. A medida que
nos afastamos do eixo, o campo magnético cresce linearmente com
r até r = R. Esse comportamento é idéntico ao do campo magnético
num fio de raio R que transporta uma densidade uniforme de corrente
j=1/ 7TR2. A fisica da corrente de deslocamento é idéntica a do fluxo
de carga.

Vejamos agora a regido externa, com r > R. Nesse caso, a drea
Jo dS no lado direito da Eq. (29) é A = 7R?, visto que somente existe
corrente de deslocamento no interior do capacitor, isto é, no circulo de
raio R da figura.

Assim, os fatores 1/A e |, ¢ dS no lado direito da Eq. (29) se cance-
lam e a igualdade assume a forma

-, . dQ
j{ A-di =% (36)
Ja vimos, na Eq. (26), que a integral a esquerda na Eq. (36) vale

2nrH. E também sabemos que a derivada no lado direito é igual a
corrente I. Podemos concluir que

H=_—  (r=R). (37)
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Essa igualdade coincide com a expressdo para o campo magnético
devido a um fio que conduz corrente I. Outra vez, vemos que a cor-
rente de deslocamento no interior de um capacitor produz o mesmo
efeito que o fluxo de carga num fio.

A Eq. (37) é também muito satisfatéria por outra razdo. Se andar-
mos a roda do circuito da figura 1, tomando o cuidado de ficar a uma
distancia r do fio condutor, sentiremos sempre o campo H dado por
aquela expressdo. Se ndo houvesse corrente de deslocamento, esse
campo desapareceria subitamente perto da placa da esquerda do ca-
pacitor e reapareceria, também subitamente, perto da placa direita.
Fisicamente, essas stibitas descontinuidades seriam dificeis de aceitar.

A equagdo de onda

O conjunto formado pelas Egs. (1), (2), (3) e (17) é conhecido como
Equagoes de Maxwell. Esse conjunto admite solugdes ondulatérias, como
0 préprio escocés demonstrou e como veremos a seguir. Ficard evi-
dente que o segundo termo a direita na Eq. (17), que define a densi-
dade de corrente de deslocamento, tem importancia capital na dedu-
¢do.

Para mostrar que a solugdo ondulatdria prevalece mesmo no vacuo,
vamos comegar com a suposicio de que D = E e B = yoﬁ . Impore-
mos, adicionalmente, que tanto p como 7 sdo iguais a zero. Com isso,
as equagdes de Maxwell assumem a forma

V-E=0, (38)
L 9B
X E= 50 (39)
V-B=0, (40)
e
. oF
VX B= e, (41)

Como vemos, sem 0s termos proporcionais a p e 7 as equagdes sao
simétricas. Podemos esperar que B e E tenham comportamentos seme-
lhantes. A deducédo a seguir comegard com a Eq. (39), para o rotacional
de E, mas poderiamos comegar, igualmente, com a Eq. (41), que des-
creve o rotacional de B.

Comegamos, pois, com a Eq. (39) e tomamos o rotacional dos dois
lados:

ex(ﬁxﬁ):—w. (42)
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O lado esquerdo tem a estrutura algébrica de um duplo produto
vetorial. Podemos simplifica-lo, portanto, com base na identidade’

ix (bx@) = (a-c)b—(a-b)z. (43)

Aplicada a Eq. (43) a Eq. (42), com o cuidado de manter os Va
esquerda do campo E [isto é, escrever V(V - E) em lugar da expressio
sem sentido (V + E)V] encontramos a expressao

Lo o .~ 3V xDB)
_V2E=_22Y 27
v (v E) V2E P (44)

Substituimos agora, no lugar dos parénteses no primeiro termo do
lado esquerdo, a Eq. (38), e, no lugar dos parénteses do lado direito, a
correcdo de Maxwell, Eq. (41). Resulta a igualdade

.
VZE = Mooz - (45)
De maneira anédloga, podemos tomar o rotacional da Eq. (41) e subs-
tituir as Egs. (40) e (42) na expressdo resultante para chegar a uma
equagcdo diferencial equivalente para o campo magnético:
- 9B
V?B = Ho€o 57 (46)
Maxwell preferia trabalhar com os potenciais, em lugar dos campos
E e B, mas chegou a equagdes equivalentes as Eqs. (45) e (46) e, pron-
tamente, percebeu as implica¢des. Para discutir a interpretacdo que ele
ofereceu, convém entender melhor as duas igualdades.
Cada uma das Eqgs. (45) e (46) constitui trés equagdes diferenciais.
A Eq. (46), por exemplo, se desdobra em

0°B
szx - ]/l()e() szl (47)
2 9*B,
VB, = po€o 55 (48)
e
0°B
V?B, = yoeoﬁ. (49)

Sao, portanto, seis equac¢des. Cada uma tem a forma da equacéo de
onda tri-dimensional

=22’ (50)

onde F é uma funcéo das varidveis x, y, z e t.

' E f4cil entender a Eq. (43). O produto b x &
é um vetor LT, ortogonal a beatc O produto
duplo @ x (:[H) x C) € o mesmo que 4 X de,
portanto, € ortogonal a d. lsso significa que
0 produto duplo é um vetor no plano formado
pelos vetores b e ¢ Em outras palavras, o
produto duplo é uma combinagao linear dos
vetores b e €. E exatamente isso 0 que nos
diz o lado direito da Eq. (43). Os coeficientes
da combinagao linear séo escalares que de-
pendem do vetor 4. Vemos assim que eles s6
podem ser ==( - b) e (i - €). Para definir
os sinais dos dois termos no lado direito da
equacao, basta considerar casos particulares
com os versores de base: £ X (£ X §J) =
—1], por exemplo. Na pratica, para apoiar a
memoria, o conto da princesa némade é (til:
uma princesa 4 esta na idade de casar e ha
dois pretendentes, bet O rei, seu pai, re-
comenda que, para fazer uma escolha sabia,
ela pense num critério para escolher o futuro
marido; ele aproveita para avisar que o outro
pretendente ficara de guarda no castelo pre-
ferido pela noiva [os parénteses no lado di-
reito da Eq. (43) representam os castelos]. A
princesa pensa com seus botdes: “Gosto de
viajar; vou escolher o pretendente que mora
mais distante.” Assim quando o rei se dirige a
ela e pergunta se quer casar com b ela exa-
mina a ordem dos pretendentes dentro dos
parénteses em 4 X (ﬁ X C), vé que b esta
mais proximo e responde ao pai: “Negativo”.
Quando o rei pergunta se quer casar com C,
que esta mais distante, ela responde “Posi-
tivo”. O conto também funciona quando o
produto é da forma (E X €) X d, como vocé
pode comprovar.
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A solucio de D’ Alembert

No Século XVIII, bem antes de Maxwell nascer, a equac¢do de onda ja
era conhecida. O filésofo/matematico francés Jean Baptiste D’ Alembert
resolveu a equagdo unidimensional, para a propagacdo de uma onda
numa corda esticada. A descoberta de D’Alembert pode ser imedia-
tamente estendida para trés dimensdes. A solugdo geral da Eq. (50) é
uma combinagéo linear de fun¢des da forma

E (7t) = f(k-7—ot), (51)

onde v é a velocidade que aparece no primeiro fator a direita na
Eq. (50) e k é um versor tridimensional arbitrario:

k= ke®+k,9+ k.2, (52)
onde ky, k, e k, sdo trés nimeros reais sujeitos apenas a condigao
ki—kk;—l—k% =1 (53)

A funcdo f no lado direito da Eq. (51) depende apenas das condi-
¢oes iniciais F(7,t = 0) e (dF /ot),_,. Ela é fungdo de uma s6 variavel:
f = f(u), onde u = k-7 — vt. Significa que o perfil da fungdo num
dado instante t se repete em qualquer instante posterior t 4 At, deslo-
cado no espaco por uma deslocamento Ar = kvAt.

Em outras palavras, o perfil da fun¢do f avanga no espago com
velocidade v na diregio do versor k. A figura mostra um exemplo, no
qual k = %; o deslocamento, nesse caso, é na direcdo do eixo x.

Demonstracdo

Esta caixa mostra que a Eq. (51) é solucdo da Eq. (50). Para
comegar, para enfatizar que o lado direito da é uma fungéo de
uma s6 variavel, reescrevemos a Eq. (51) na forma

F (7 t) = f(u), (54)
onde

u=k-7—ot (55)

Podemos agora calcular as derivadas parciais de F. Por exem-
plo,

oF dfou

e aleh (56)
Para computar a derivada parcial no lado direito da Eq. (56),
precisamos apenas notar que

u=kyx+k,+k,—ot, (57)

0.8}
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0.8
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Figura 3: Evolugéo temporal do perfil do
campo elétrico. O campo é paralelo ao eixo z
e tem a forma da Eq. (51) com k = £. O eixo
vertical é expresso em unidades de V/cm, o
tempo, em segundos e o eixo horizontal, em
segundos-luz.
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0 que mostra que

Ju

% = k. (58)
Assim, a Eq. (56) pode ser reescrita na forma
oF df
% = dux (59)

Analogamente, podemos mostrar que

oF df
@ = a Y’ (60)
oF d
oIy, (61)
e
oF d
Fri —d—iv. (62)

Da mesma maneira, podemos calcular as derivadas de segunda
ordem. Por exemplo, a partir da Eq. (59), temos que

P oY
EPR L (63)

Assim como f(u), a derivada % depende apenas da varidvel u.
Podemos, portanto, ver que

0’F d?f ou
o~ Mrdu oy i
e, dado que g—g = k,, segue que
0°F d2f
.y N 6
Um célculo muito parecido mostra que
’°F  ,d%f
Er Tl (©6)
e, assim, a Eq. (50) se reduz a igualdade

ﬂ_ ,UZde

2 2 2
(kx +ky +kZ)dM2 T Zduz (67)

que é uma identidade, visto que o termo entre parénteses no
lado esquerdo é igual & unidade. Em outras palavras, a expres-
sdo de D’Alembert, Eq. (51), é solugdo da Eq. (50), para qual-
quer fungio continua f e qualquer versor k. E como a equagio
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de onda é linear, qualquer combinacéao linear de solugdes é tam-
bém solugdo. Assim, a solugdo geral da equacdo de onda é a
combinacgao

F(Ft) =Y a f(k-F—ot), (68)
P

onde os coeficientes a; dependem das condigdes iniciais.

A velocidade da onda

Maxwell tinha familiaridade com a equagdo de onda e suas solugdes.
Entendeu que os campos elétricos e magnéticos poderiam propagar-se,
mesmo no vacuo, da mesma maneira que uma onda sonora se propaga
no ar, ou que uma onda corre na superficie do mar. Para se propagar,
0 campo precisa variar com o tempo; um campo constante, como o
campo elétrico de uma carga pontual em repouso ou o campo magné-
tico de um fio por onde circula uma corrente continua, fica restrito a
regido onde estdo suas fontes (a carga no primeiro exemplo e o fio no
segundo) e ndo avanga para outras regides do espaco.

Por isso, a corre¢do de Maxwell para a lei de Ampeére é essencial. A
forma original da lei de Ampere, Eq. (4), que desconsiderava a corrente
de deslocamento e assim ignorava o efeito das variagdes do campo elé-
trico sobre os campos magnéticos, ndo permitia descrever a propaga-
¢do do campo elétrico ou do campo magnético.

Ap6s incluir a corregdo e derivar as equagdes de onda, Maxwell
calculou o produto ye€,, para encontrar a velocidade com que as on-
das caminham. A comparacdo entre as Egs. (46) e (50) mostra que a

velocidade é 1//u,€,. Podemos repetir esse cdlculo com os valores
anotados nas Egs. (5) e (9):

1
© V/885x 10 2F/m x 4710 "H/m

A velocidade da luz, que hoje é definida como

v =3.00x10%m/s.  (69)

¢ =299792458 m/s, (70)

ja havia sido precisamente medida, na época. As constantes €, e
eram conhecidos com menos precisdo, mas o célculo que reproduzi-
mos concordou com a velocidade da luz com desvio na ordem de 1%.
Maxwell achou muito improvével que fosse coincidéncia? e concluiu
que a luz era um exemplo de propagagdo ondulatéria dos campos elé-
trico e magnético. Mais amplamente, as Egs. (45) e (46) mostram que
distribui¢des de carga e correntes elétricas que variam com o tempo
produzem radiacdo eletromagnética.

2 Seis décadas antes, no inicio do Século
XIX, a experiéncia de Young mostrara que a
luz é uma onda.
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Por exemplo, a corrente num circuito elétrico alimentado por uma
fonte de tensdo alternada varia com o tempo, tanto no transiente como
no regime estaciondrio. Essa corrente gera um campo magnético que
também varia com o tempo. Isso é suficiente para o circuito irradiar
campos elétrico e magnético que avangam pelo espaco com a veloci-
dade da luz.

Ao entender que a luz era uma forma de radiagdo eletromagnética,
Maxwell respondeu com precisdo matemdtica a uma questdao — o que
é aluz? — que desafiara a curiosidade da humanidade desde o tempo
das cavernas. Com o tempo, sua descoberta revolucionaria o mundo.

Radiagio monocromdtica

A solucdo de D’Alembert é instrutiva, porque ela mostra que os cam-
pos elétrico e magnético se propagam como ondas no espago livre,
como ilustrado pela figura 3. Além disso, ela determina a velocidade
de propagacdo, dada pela Eq. (69). Infelizmente, para fun¢des arbitra-
rias f (k-7 — vt), pode ser muito dificil encontrar as constantes a, que
satisfazem as condig¢des iniciais. Por isso, na pratica, trabalha-se com
fungoes trigonomeétricas, para as quais é sempre possivel encontrar os
coeficientes da combinagdo linear no lado direito da Eq. (68).

Especificamente, podemos escrever as solu¢des da equacdo de onda
como combinagdes de senos e cossenos. Podemos, por exemplo, escre-
ver a componente z do campo elétrico na forma

E (7,t) =) | a cos(% 7 wkt) + Bysen(k -7 —wyt) |. (71)
Alternativamente, poderiamos trabalhar com exponenciais complexas.
Mais adiante, veremos que isso pode ser conveniente, mas neste capi-
tulo, para discutir a fisica das ondas eletromagnéticas, trabalharemos
com as fungédo cosseno no lado direito da Eq. (71). Assim, para discutir
o comportamento da componente z do campo elétrico, escreveremos
que

E,(7,t) = EY cos (E T — wt), (72)

onde E? é uma constante, k é um vetor qualquer e a constante w é

proporcional ao médulo do vetor:3

w = ck k= \/kKi+k +k2|. (73)

Para um ponto fixo 7 = 7, o lado direito da Eq. (72) oscila em
funcdo do tempo com frequéncia w. Como discutido abaixo, na se-
¢do O espectro eletromagnético, a cor da luz visivel é determinada pela

3 A rigor, uma vez que omega depende de
k, deveriamos escrever w,. no lado direito da
Eq. (71), como fizemos na Eq. (71). Para ndo
carregar a notagao, escreveremos w e tere-
mos em mente que essa frequéncia é dada
pela Eq. (73).
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frequéncia. Por isso a onda no lado direito da Eq. (72) é chamada de
monocromdtica.

Nossa tarefa, agora, é mostrar que a onda monocromaética é um caso
particular de fungdo de D’Alembert. Para isso, basta fatorar o médulo
do vetor k no argumento do cosseno da Eq. (72):

E,(7,t) = EY cos (k(% 7 — %t)) (74)

Mas k/k é o versor k e, de acordo com a Eq. (73), arazdo w/k é a
velocidade da luz. Assim, a Eq. (74) equivale a igualdade

E,(7,t) = Eg cos (k(lAc — ct)), (75)

que podemos escrever na forma de D’Alembert:

E.(7,t) = f(k-7—ct), (76)
onde
f(u) = E2 cos(ku) (77)

A Eq. (76) mostra que o campo elétrico da Eq. (72) se propaga na
direcao do vetor E, ou se vocé preferir, do versor k. Pense num ponteiro
laser, que emite um feixe de luz vermelha. O campo elétrico nesse feixe
pode ser descrito pela Eq. (72). Nesse caso, o vetor k tem a direcdo e
o sentido do feixe. Conhecida a frequéncia, o médulo de k pode ser
obtido da Eq. (73). Falta conhecer a dire¢do em que aponta o campo
elétrico. Vocé pode achar que a direcio de E coincide com a de k, mas
a proxima se¢do mostra que isso nunca acontece.

A diregdo do campo elétrico

A Eq. (72) descreve a componente z do campo elétrico. Entretanto, em
geral, o campo tem componentes ao longo dos trés eixos. Devemos,
portanto escrever

E(7,t) = Eq cos (75 -7 — wt), (78)

onde Eo é o vetor que define a dire¢do do campo elétrico. Em princi-
pio Eo pode ter qualquer orientagdo — pode ser na direcdo de z, por
exemplo, ou na direcdo da bissetriz entre os eixos x e y. H4, porém,
uma restricdo, como veremos agora.

O campo elétrico deve respeitar a Eq. (38). Para impor essa condi-

. . < 7 _ OE. | 9E,  OE - .
cdo, precisamos calcular V - E = 5* + ot A primeira das deri-

vadas parciais é da forma da Eq. (59), a segunda, da forma da Eq. (60)
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e a terceira, da forma da Eq. (61). Assim, se voltarmos a Eq. (77) para
encontrar a fungdo f(u), poderemos escrever que

JE,

5 = —k.Eysen(ku), (79)
aﬂ = —k,E%sen(ku) (80)
dy yEy

e
oE
BZZ = —k,Edsen(ku). (81)

Somadas as trés igualdades e imposta a condicio V - E = 0, con-
cluimos que

kyEQ +kyEy + k,EJ =0, (82)

ou seja
k-Ey=0. (83)
Significa que o campo elétrico é perpendicular ao vetor k, que define
a direcdo de propagacdo. Dito de outra forma, o campo elétrico é um
vetor no plano perpendicular a k. Ainda hd muitas dire¢des possiveis,
como mostra a figura 4, mas o campo ndo pode ter componente na
direcdo de k. No exemplo da caneta laser, o campo elétrico sempre
aponta em diregdo perpendicular ao feixe.

Frequéncia e vetor de onda

A fungdo trigonométrica no lado direito da Eq. (78) é periédica. Para
uma posicdo fixa, ela varia periodicamente com o tempo. O periodo T
é definido como o intervalo de tempo necessdrio para que o campo
elétrico se repita. Assim, wT = 27trad, ou seja,

2r

T=—.
% (84)

O inverso do periodo é a frequéncia expressa em Hz:
1
do que segue que

w

f= T (86)

Para tempo fixo, o campo elétrico na Eq. (78) é funcdo periddica
da projecio da posicdo 7 sobre o versor k. O comprimento de onda A é

o

Figura 4: O campo elétrico e o versor de
propagacao k o campo elétrico, represen-
tado pela seta vertical é perpendicular a k.o
campo poderia estar na direcdo de qualquer
uma das mostradas como ilustra-
¢ao, mas nao pode ter componente na dire-
¢do da
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definido como a distancia que se deve andar na dire¢do de k para que
0 campo elétrico se repita, isto é, k- kA = 27, ou seja,

27

A multiplicacdo da Eq. (86) pela Eq. (87) mostra que
w
Af =—
f=2 (88)
e como a razdo w/k é a velocidade da luz, concluimos que

c=Af. (89)

A Eq. (89) tem uma interpretagdo simples. O campo elétrico na
Eq. (78) avanca um comprimento de onda A a cada periodo T. Sua
velocidade, portanto, é A/T, ou Af.

O espectro eletromagnético

Quando uma carga é acelerada, produz um campo elétrico que se pro-
paga no espago. Se o movimento é periédico, com frequéncia w, pro-
duz um campo harmonico, com a mesma frequéncia. Se o movimento
for menos regular, produzird uma combinacdo de campos com vérias

frequéncias.
2 : g - 2
— — — — L} /
A
O
N N N N N
) = i i )
& ~ = O =
= = = = =
§S)
% <~— Raios X — 4\}121%’ >€ Infravermelho — 4%*% Radio —

Nao ha limites inferior ou superior para a frequéncia com que um
campo elétrico oscila. No dia a dia, estamos imersos em campos com
frequéncias que vdo desde algumas dezenas de Hz até frequéncias
superiores a da luz visivel. Os fios que trazem energia elétrica até as
lampadas presas ao teto de sua casa emitem radiagdo com frequéncia
de 60Hz. O Sol irradia em uma larga faixa de frequéncias. O pico fica
perto de 6 x 10'* Hz, mas boa parte da radiacdo tem mais de 10'° Hz.

Figura 5:  Espectro eletromagnético. Os
comprimentos de onda e as frequéncias do
varios tipos de radiagdo séo indicados. A luz,
radiagao visivel, ocupa uma estreita faixa, en-
tre 400 e 750 THz.
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A figura 3 mostra as radiagdes eletromagnéticas com frequéncias en-
tre f =1x108Hze f =1 x 101 Hz, isto é, o 4
Os comprimentos de onda correspondentes também sdo marcados. O
espectro se divide em faixas. Em cada faixa, a radiacdo tem um nome,
definido por tradicdo histérica.

As faixas foram definidas com base em comprimentos de onda.
Para A > 10cm, os campos sdo conhecidos como ondas de rddio. As
emissoras de rddio AM, que eram muito populares ha algumas déca-
das, trabalham com frequéncias na ordem de 1MHz. As emissoras
de FM trabalham perto de 100 MHz. Os celulares de hoje trabalham
com frequéncias perto do limite superior dessa faixa. Nos hospitais, os
aparelhos de ressondncia magnética empregam frequéncias de alguns
MHz.

Entre A = 10cm e A = 1mm, estamos na faixa de micro-ondas,
também usada para comunicagdo. Roteadores Wifi e telefones sem fio,
por exemplo, operam nessa faixa. Os celulares 5G também trabalhardo
aqui.

Comprimentos de onda entre A = 1mm e A ~ 750 nm estdo na faixa
do infravermelho. Estamos sempre rodeados por muita radiagdo nessa
faixa, porque tudo que estd nas temperaturas em que vivemos emite
radiacdo infravermelha. Isso acontece porque a agitacdo térmica dos
atomos produz radiagdo eletromagnética. Uma pessoa a temperatura
de 36 °C, por exemplo, emite quantidade aprecidvel de radiacdo com
comprimento de onda maior do que 5 um.

O comprimento de onda A = 750nm separa o infravermelho do
visivel. O intervalo de frequéncias visiveis varia de pessoa para pessoa,
mas a maioria de nés percebe luz com A = 740nm como vermelho
escuro. A sensibilidade dos olhos aumenta, inicialmente, a medida que
o comprimento de onda diminui e é maxima entre 600 nm (amarelo) e
500nm (verde). Depois, diminui até desaparecer perto de A = 400nm,
que é visto como violeta escuro.

Para comprimentos de onda entre 400 nm e 10 nm, estamos na faixa
do ultravioleta. Uma fragdo aprecidvel da radiacdo solar que chega a
Terra pertence ao ultravioleta. A maior parte é absorvida pela atmos-
fera, mas um pouco chega ao solo, e o fluxo se torna aprecidvel quando
os raios chegam ao chao formando angulo inferior a 45° com a vertical.
Algumas lampadas fluorescentes emitem um pouco de radiagdo nessa
faixa, e a “luz negra” encontrada em casas noturnas é ultravioleta.

A radiacdo ultravioleta é perigosa, porque tem energia suficiente
para ionizar dtomos. Por isso, ao incidir sobre a pele, tem potencial
para transtornar processos bioldgicos e produzir cancer. Os filtros de
protecdo solar sdo feitos para absorver o ultravioleta e impedir que a
radiacgdo atinja a pele. Sem filtro, vale a regra da sombra: fique em pé
e compare o comprimento de sua sombra com sua altura; se a sombra
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for menor, fuja do sol.

Na faixa de comprimentos de onda entre A = 10pm e A = 10nm es-
tao os raios X. Essa radiacdo foi descoberta pelo fisico alemado Wilhelm
Rontgen, em 1895, ao estudar tubos de raios catddicos® Os raios X
sdo muito mais perigosos do que a radiacdo ultravioleta porque atra-
vessam o tecido mole do corpo e somente sdo absorvidos pelos 0ssos.
A exploragdo de sua capacidade de penetragdo deu origem a radiolo-
gia, que revolucionou a medicina.

O comprimento das ondas de raios X é comparavel com a distancia
entre os 4&tomos na matéria condensada: sélidos ou liquidos. Um feixe
de raios X que incide sobre um cristal sofre efeitos de interferéncia,
assim como um feixe de luz visivel que incide sobre uma bolha de
sabdo sofre interferéncia e faz a bolha parecer furta-cor. O estudo
sistematico desse efeito, chamado de cristalografia, permite determinar
a estrutura cristalina dos materiais.

Finalmente, no extremo de altas frequéncias, com comprimentos de
onda menores do que 10 pm, estdo os raios gama. Os raios gama foram
descobertos® pelo fisico/quimico francés Paul Villard, em 1903.

Os raios gama encontram aplicagdo prética em radioterapia, na to-
mografia por emissdo positronica (PET) e em algumas técnicas expe-
rimentais. Em condi¢des descontroladas, entretanto, a radiacdo é ter-
rivelmente letal. E ela, principalmente, que torna perigosa a radioati-
vidade. Raios gama sao tipicamente gerados em processos nucleares.
Explosoes estelares geram enorme fluxo de radiagdo nessa faixa.

5Na época, o elétron ainda era desconhe-
cido, mas sabia-se que um filamento aque-
cido num tubo evacuado emitia raios catd-
dicos que podiam ser aceleradas por um
campo elétrico. Réntgen fez raios catédicos
incidir sobre uma folha de aluminio e obser-
vou que uma placa pintada com material lumi-
nescente brilhava enquanto os raios catédi-
cos incidiam. Ele concluiu que a colisao dos
raios catédicos com o aluminio resultava na
emissao de um outro tipo de raios, que ele
batizou de X para enfatizar que tinham natu-
reza desconhecida. Mais tarde, ele observou
que uma sombra dos ossos de seus dedos
aparecia na tela quando ele posicionava sua
mao entre o tubo de raios catodicos e a placa
luminescente.

8 Villard fez sua descoberta ao estudar a ra-
diagdo emitida pelo decaimento radiativo do
elemento radio. O decaimento radiativo pro-
duz particulas alfa (nucleos de hélio), parti-
culas beta (elétrons) e raios gama. Villard
conseguiu filtrar as particulas e verificou que
a radiacdo remanescente impressionava pla-
cas fotograficas, mesmo apds atravessar pla-
cas de chumbo.
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