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Revisao - Produtos Internos

o Dominios discretos S3o dados n pontos distintos {x;}7_; e n
nimeros positivos (pesos) {w;}?_;. O produto interno é definido por

(u,v) = wi(xi)v(x) (1)
i=1

@ Dominios continuos Dados —oco < a < b < 0o e uma fungdo peso
w(x) continua e positiva em (a, b), e tal que fab w(x)p(x) dx existe
para qualquer polindmio p(x), o produto interno é definido por

b
(1, v) = / w(x)u(x)v(x) dx 2)

v
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Revisdo - Polinémios Ortogonais

Polindmios ortogonais

Dado um produto interno { , ) em P, uma familia de polindmios
ortogonais em relagdo a este produto interno é uma familia {p,},
n=20,1,2,..., de elementos de P onde

© o grau de p, é igual a n;

@ (pnipm) =0se n# m.
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Revisao - Propriedades

Propriedade 1

Se {px} é uma familia de polindmios ortogonais e p(x) € um polindmio de

grau m, entdo p pode ser representado de maneira tnica por

p(x) = > il ckpk(x), onde ¢, = %.

Propriedade 2

Se {px}, k=0,1,... é uma familia de polindmios ortogonais e p(x) é um
polindmio de grau m, entdo (p;, p) = 0 para todo j > m.

Propriedade 3

Se {pk} e {qk} sdo duas familias de polindmios ortogonais relativamente
ao mesmo produto interno, entdo existem Unicos nimeros reais Ay # 0

tais que gk(x) = Akpr(x).
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Revisdo - Polinémios Ortogonais Ménicos

A familia dos polindmios ortogonais monicos em relacdo a um produto
interno da forma (1) ou (2) é a familia {p«}, k =0,1,... dos polindmios
ortogonais em relacdo a este produto interno tal que o coeficiente de x¥ de
pk(x) é 1. Eles sdo gerados pelas relagdo de recoréncia de trés termos

Pr+1(x) = (x — a)pr(x) — Brpk-1(x), k>0, (3)
com
p-1(x) =0, po(x) =1
: _ <XPk;Pk>’ k>0, Br= (P, PK) k> 1
{Pk; Pk) (Pk—1, Pk—1)
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Relacoes de Recorréncia

Devido a Propriedade 3, podemos concluir de (3) o seguinte fato
relevante:

e Qualquer familia de polindmios ortogonais {¢x}, k =0,1,..., em
relagdo a um produto interno da forma (1) ou (2), satisfaz uma
relacdo de recorréncia de trés termos

Prr1(x) = ak(x)Pk(x) — brdi—1(x), k>0, (4)

com ¢_1(x) = 0.
A constante by n3o é necessariamente positiva, mas o sinal menos foi

deixado em frente dela pois para as familias cldssicas de polinGmios
ortogonais ela é de fato positiva.
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Relacoes de Recorréncia

A relagdo (3) é dtil para gerarmos polindmios ortogonais em dominios
discretos, pois neste caso s3o usados somentes valores de funcdes em
pontos discretos e somatdrias. Para dominios continuos, ainda mais com
funcgdes pesos, o calculo de integrais é mais complicado. Porém, para as
familias classicas de polinGmios ortogonais, as relagdes de recorréncia s3o
conhecidas.
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Exemplos

Exemplo 1
Polinémios de Legendre: (u,v) = f_ll u(x)v(x) dx
(k+ 1)Pry1(x) = (2k + 1)xPk(x) — kPx_1(x), k>0,

com P_i(x) =0e Py(x) = 1.

Exemplo 2

Polindmios de Chebyshev: (u,v) = [*; “00) dx

Try1(x) = mexTi(x) — Ty-1(x), k>0,

com T_1(x) =0, To(x) =1, 0=1leyw=2 k>1
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Exemplos

Exemplo 3

Polinémios de Hermite: (u,v) = [ e u(x)v(x) dx

Hi41(x) = 2xHk(x) — 2kHk—1(x), k>0,

com H_1(x) =0 e Hp(x) = 1.

Exemplo 4

Polinémios de Laguerre: (u,v) = [~ e u(x)v(x) dx

(k -+ 1)Lk+1(X) = (2/( +1-— X)I_k(X) = kLk_l(X), k>0,

com L_j(x) =0e Lo(x) =
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Algoritmo de Clenshaw

As relacdes de recorréncia nos permitem obter expressdes para os
polinémios de uma familia ortogonal, mas muitas vezes este n3o é o
interesse. Suponha que queremos avaliar uma expressido da forma

m

Sm(%) =D ckdu(x)

k=0

onde ¢y sao coeficientes dados ou calculados previamente e {¢}[ é
uma familia satisfazendo a relagdo de recorréncia de trés termos (4). Esta
expressdo pode ser avaliada da seguinte forma.
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Algoritmo de Clenshaw

o Ym = Cm; Ym—-1 = Cm—-1 + am—l()_())/m;

@ para k=m—2:-1:0, yx = ¢k + ar(X)ykt1 — brt1Ye+2;
Q Sn(X) = yodo(X).
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