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Revisão - Produtos Internos

Doḿınios discretos São dados n pontos distintos {xi}ni=1 e n
números positivos (pesos) {ωi}ni=1. O produto interno é definido por

〈u, v〉 =
n∑

i=1

ωiu(xi )v(xi ) (1)

Doḿınios cont́ınuos Dados −∞ ≤ a < b ≤ ∞ e uma função peso
ω(x) cont́ınua e positiva em (a, b), e tal que

∫ b
a ω(x)p(x) dx existe

para qualquer polinômio p(x), o produto interno é definido por

〈u, v〉 =

∫ b

a
ω(x)u(x)v(x) dx (2)
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Revisão - Polinômios Ortogonais

Polinômios ortogonais

Dado um produto interno 〈 , 〉 em P, uma faḿılia de polinômios
ortogonais em relação a este produto interno é uma faḿılia {pn},
n = 0, 1, 2, . . . , de elementos de P onde

1 o grau de pn é igual a n;

2 〈pn, pm〉 = 0 se n 6= m.
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Revisão - Propriedades

Propriedade 1

Se {pk} é uma faḿılia de polinômios ortogonais e p(x) é um polinômio de
grau m, então p pode ser representado de maneira única por
p(x) =

∑m
k=0 ckpk(x), onde ck = 〈pk ,p〉

〈pk ,pk 〉 .

Propriedade 2

Se {pk}, k = 0, 1, . . . é uma faḿılia de polinômios ortogonais e p(x) é um
polinômio de grau m, então 〈pj , p〉 = 0 para todo j > m.

Propriedade 3

Se {pk} e {qk} são duas faḿılias de polinômios ortogonais relativamente
ao mesmo produto interno, então existem únicos números reais λk 6= 0
tais que qk(x) = λkpk(x).

Nelson Kuhl (IME/USP) Método dos Mı́nimos Quadrados (MMQ) 1 de outubro de 2020 4 / 11



Revisão - Polinômios Ortogonais Mônicos

A faḿılia dos polinômios ortogonais mônicos em relação a um produto
interno da forma (1) ou (2) é a faḿılia {pk}, k = 0, 1, . . . dos polinômios
ortogonais em relação a este produto interno tal que o coeficiente de xk de
pk(x) é 1. Eles são gerados pelas relação de recorência de três termos

pk+1(x) = (x − αk)pk(x)− βkpk−1(x), k ≥ 0, (3)

com
p−1(x) = 0, p0(x) = 1

e

αk =
〈xpk , pk〉
〈pk , pk〉

, k ≥ 0, βk =
〈pk , pk〉
〈pk−1, pk−1〉

, k ≥ 1.
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Relações de Recorrência

Devido à Propriedade 3, podemos concluir de (3) o seguinte fato
relevante:

Qualquer faḿılia de polinômios ortogonais {φk}, k = 0, 1, . . . , em
relação a um produto interno da forma (1) ou (2), satisfaz uma
relação de recorrência de três termos

φk+1(x) = ak(x)φk(x)− bkφk−1(x), k ≥ 0, (4)

com φ−1(x) = 0.

A constante bk não é necessariamente positiva, mas o sinal menos foi
deixado em frente dela pois para as faḿılias clássicas de polinômios
ortogonais ela é de fato positiva.
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Relações de Recorrência

A relação (3) é útil para gerarmos polinômios ortogonais em doḿınios
discretos, pois neste caso são usados somentes valores de funções em
pontos discretos e somatórias. Para doḿınios cont́ınuos, ainda mais com
funções pesos, o cálculo de integrais é mais complicado. Porém, para as
faḿılias clássicas de polinômios ortogonais, as relações de recorrência são
conhecidas.
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Exemplos

Exemplo 1

Polinômios de Legendre: 〈u, v〉 =
∫ 1
−1 u(x)v(x) dx

(k + 1)Pk+1(x) = (2k + 1)xPk(x)− kPk−1(x), k ≥ 0,

com P−1(x) = 0 e P0(x) = 1.

Exemplo 2

Polinômios de Chebyshev: 〈u, v〉 =
∫ 1
−1

u(x)v(x)√
1−x2

dx

Tk+1(x) = γkxTk(x)− Tk−1(x), k ≥ 0,

com T−1(x) = 0, T0(x) = 1, γ0 = 1 e γk = 2, k ≥ 1.
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Exemplos

Exemplo 3

Polinômios de Hermite: 〈u, v〉 =
∫∞
−∞ e−x

2
u(x)v(x) dx

Hk+1(x) = 2xHk(x)− 2kHk−1(x), k ≥ 0,

com H−1(x) = 0 e H0(x) = 1.

Exemplo 4

Polinômios de Laguerre: 〈u, v〉 =
∫∞

0 e−xu(x)v(x) dx

(k + 1)Lk+1(x) = (2k + 1− x)Lk(x)− kLk−1(x), , k ≥ 0,

com L−1(x) = 0 e L0(x) = 1.
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Algoritmo de Clenshaw

As relações de recorrência nos permitem obter expressões para os
polinômios de uma faḿılia ortogonal, mas muitas vezes este não é o
interesse. Suponha que queremos avaliar uma expressão da forma

Sm(x̄) =
m∑

k=0

ckφk(x̄)

onde ck são coeficientes dados ou calculados previamente e {φk}mk=0 é
uma faḿılia satisfazendo a relação de recorrência de três termos (4). Esta
expressão pode ser avaliada da seguinte forma.
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Algoritmo de Clenshaw

1 ym = cm; ym−1 = cm−1 + am−1(x̄)ym;

2 para k = m − 2 : −1 : 0, yk = ck + ak(x̄)yk+1 − bk+1yk+2;

3 Sm(x̄) = y0φ0(x̄).
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