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Modelos Analiticos



Modelos Analiticos

Modelos

e continuos e
e discretos com

e aumento de complexidade (permitem descrever situacoes
mais complicadas).



Qual é a peca?

Grandezas:

constantes: parametros;
mutantes: variaveis

Relagao entre as grandezas: fungdes, solucdes de equacdes
diferenciais ou algébricas.

Equacoes diferenciais, condicoes
iniciais: parametros;
contorno: fungoes.






Constante

Nada acontece



Linear

Coeficiente:

e constante



Linear

Coeficiente:

e constante
af(t)
dt =10,

f(t) = fo + ro(t — 1) ;



Linear

Coeficiente:

e constante
af(t)
dt =10,

f(t) = fo + ro(t — 1) ;

e variavel



Linear

Coeficiente:

e constante
af(t)
dt =10,

f(t) = fo + ro(t — 1) ;

e variavel ot
ot ro(t) ,

t
f(ty="fh+nr dl‘,fo(l‘/) .

Jt



Exponencial

Coeficiente

Constante: o1
T =n f(t) o



Exponencial

Coeficiente

Constante: o1
T =n f(t) o

f(t) = fy e"(710)



Exponencial

Coeficiente
Constante: o1
ot~ "0,
f(t) = fy e"(710)
Variavel:

af(t)
ot ri(t)f(t) ,



Exponencial

Coeficiente
Constante: o1
7 1 f( t) 9
f(t) = fy gl (t=t)
Variavel:

af(t)
ot rn(Hf(t),

£(t) = fo elo @1

Para rit) = Bkt?=1, f(t) = f,e!”~% , que é a exponencial
estendida.



Exponencial: Gompertz

Para f(t) = In[g(?)]

Constante: o1
7 =N f(t)



Exponencial: Gompertz

Para f(t) = In[g(?)]

Constante: (e
Oft) =nf(t) = f(t)="f (-0



Exponencial: Gompertz

Para f(t) = In[g(?)]

Constante: (e
Oft) =nf(t) = f(t)="f (-0

g(t) = e = ghe™70) _



Exponencial: Gompertz

Para f(t) = In[g(?)]

Constante: (e
Oft) =nf(t) = f(t)="f (-0

g(t) = e = ghe™70) _

Variavel: ot
ot r(Hf(t),



Exponencial: Gompertz

Para f(t) = In[g(t)]
Constante:
—L —nf(t) = f(t)="1f b

g(t) = e = ghe™70) _

Variavel: ot
dt ri(t)f(t) ,

£(t) = fo el @)

Para rit) = Bkt?=1, f(t) = f,e!”~% , que é a exponencial
estendida.



Exponencial: equacao de diferencas

Coeficiente
Constante:
dx(t)
at

= rx(t)



Exponencial: equacao de diferencas

Coeficiente

Constante:
dx(t)

x(t+ At) — x(t)

i rx(t)

rx(t)



Exponencial: equacao de diferencas

Coeficiente
Constante:
ax(t) x(t+ At) — x(t)
o =X = Py = rx(t)
assim x(t + At) = (1 + rAt) x(t). Perde-se a

———
K
nocao do que se passa no intervalo At.



Exponencial: equacao de diferencas

Coeficiente
Constante:
ax(t) x(t+ At) — x(t)
— = () = Py = rx(t)
assim x(t + At) = (1 + rAt) x(t). Perde-se a
———

nocao do que se passa no intervalo At.
Chamando x; = x(iAt),comi=0,1,2,....

Xn = KXp—1 = K,nXO

com Xxp sendo o valor inicial.



Exponencial: equacao de diferencas

Coeficiente
Constante:
ax(t) x(t+ At) — x(t)
— = () = Py = rx(t)
assim x(t + At) = (1 + rAt) x(t). Perde-se a
———

nocao do que se passa no intervalo At.
Chamando x; = x(iAt),comi=0,1,2,....

Xn = KXp—1 = K,nXO

com Xxp sendo o valor inicial.

Variavel:
n
Xn = H KiXo
=1



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:

af(t
d(t) = rf(t)+n

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t)
at

——==nf()+rn = f(t)= <f0 + —

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t)
at

Um Constante e Um Variavel:
df(t)

= = [fO+n()

——==nf()+rn = f(t)= <f0 + —

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t) r

B o _ M\ ant-6)_ "
o nf(t)+rn = f(1) <f0 + r0> e .

Um Constante e Um Variavel:
df(t)

t
T =nfn() = () = &[be o+ [ dre " no(t)]

Jty

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t) r

B o _ M\ ant-6)_ "
o nf(t)+rn = f(1) <f0 + r0> e .

Um Constante e Um Variavel:
df(t)

t
T =nfn() = () = &[be o+ [ dre " no(t)]

Jty

Variaveis:
af(t)

22 = nOfD-+n()

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t)

B o _ M\ ant-6)_ "
o nf(t)+rn = f(1) <f0 + r0> e .

Um Constante e Um Variavel:

df(t) rit —rt : ! o—ry 1 /
7:r1f(z‘)+ro(z‘) = f(t)=e"'[he "+ t dt'e """ ry(t)] .
Y0
Variaveis:
af(t)

t
g = nOfO+nt) = f(f)= Q[f1(f)][fo+A) dt'g[—ri (t)]r(t)] -

10



Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df(t)

B o _ M\ ant-6)_ "
o nf(t)+rn = f(1) <f0 + r0> e .

Um Constante e Um Variavel:

df(t) rit —rt : ! o—ry 1 /
7:r1f(z‘)+ro(z‘) = f(t)=e"'[he "+ t dt'e """ ry(t)] .
Y0
Variaveis:
af(t)

t
g = nOfO+nt) = f(f)= Q[f1(f)][fo+A) dt'g[—ri (t)]r(t)] -

glr(t)] = elo
10



Exponencial + Linear: equacao de diferencas

Coeficiente

Variavel:

Xn—XOH/-s,—I—Zh H Kj -

i=1 j=1 i=j+1

11



Exponencial + Linear: equacao de diferencas

Coeficiente
Variavel:
n n n—1
xo=x ][+ b [T w
i=1 j=1  i=j+1
Constante: ki =ko=...=kpn=kehy=h.=...=h,=h

11



Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

PO it

12



Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

df(t)
ot

Divergéncia em tempo finito ¢!

S =l = A=k AT - )]

0
—~—

15\

12



Hiper-Exponencial

Coeficiente
Constante:

df(t _ r_

P _ o = =61 T2 e

—
15\
Divergéncia em tempo finito ¢!

Variavel:

df(t _

9 — oo

12



Hiper-Exponencial

Coeficiente
Constante:
df(t - -
d(t) =i = () =h 1+ (- 0)]".
<
15\

Divergéncia em tempo finito ¢!
Variavel:

or(t)

g = OO = f(0) = [1+) dt,1;( L

Jo 0

12



Hiper-Exponencial Outras

Outras
Estendida: ry_,(t) = Bkt’~"

afty . 4 B
S0

13



Hiper-Exponencial Outras

Outras
Estendida: ry_,(t) = Bkt?~!

d;?=ﬁkrﬁ—1[f(r)]” = f(t)y="fo [1+A;§(tﬁ—t€)l1“-
0

13



Hiper-Exponencial Outras

Outras
Estendida: ry_,(t) = Bkt?~!

d;?=ﬁkrﬁ—1[f(r)]” s ()= [+ A (P =)

hiper-Gompertz: f(t) = In[g(1)]

13



Hiper-Exponencial + Linear = Equacao de Bernoulli
L\‘,JW P e 3
. _ (ey° 5 Elppndes G0
Coeficiente constante: L PG (),Wwf\
2 A\
af(t) 1 \é) S o e W,
—ar U= &t)Jr (1), ool

chamando tém-se dv(t)/dt = \[[v(t) + r1_,],
cuja solugao é: v(t) = [v(tp) + F1/ri_,]e"(=0) — Firy_,. Assim,
na variavel original tem-se:

r F R
f(t) = { 1? [1 + (10 _ 1) eM(f—fo)] } .
1 rn-x

Para tém-se a equacao de Riccati, ou logistica, que

/
descreve o modelo de Verhulst. =il
\A

14



Equacao logistica ou modelo de Verhulst

Equacao logistica:

IO _ pr2(t) + (1) = A A(2) [1 _ =2 f(t)} :

at rq



Equacao logistica ou modelo de Verhulst

Equacao logistica:
df(t)
dt
com solugao:

== = nf?(t) + Hf(t) = K1) [1 - =

15



Equacao logistica ou modelo de Verhulst

F/r

f(t) =

14 ( A )—71(1—10) '

rafy

Considere: {p=0,r1=r,—ri/pn=K>0e

Cﬁd(;) :rf(t)[ fﬁ(t)}

15



Equacao logistica ou modelo de Verhulst

Equacao logistica:

L(t) = r2f2(t) + ?1 f(t) = ?1 f(t) |:1 - _~r2 f(t):| ’
at d
com solucao:

n/re .
14 ( A )—ﬁ(f—fo)

rafy

f(t) =

Considere: {p=0,r1=r,—ri/pn=K>0e

0 ofy-19] . MBI,
\ryr g
- W\ b N
QAJUFGK.\W... ) K Nﬁ}kiiy/‘_g:dm\;:‘

N f(t) — . )\
W2 Ty | A e



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

16



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

f(t) f(t + At) — f(t)
K] —

At = ri(t) {1 = f&?]

16



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

df(t) f(t) f(t+ At) — 1(t) f(t)
o = rf(t) [1 — K] — At = rf(t) { — K]

assim f(t + At) = f(t)(1 + rAt)[1 — f(t)/K]. Perde-se a nocao
do que se passa no intervalo At.

16



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

df(t):rf(t)[1—f£(t)] — f(t+AAt3_f(t):rf(t){ —f(t)]

at K
assim f(t + At) = f(t)(1 + rAt)[1 — f(t)/K]. Perde-se a nocao
do que se passa no intervalo At.

Chamando y; = f(iAt)/K,comi=0,1,2,... leva a:
Yigr = Yi[1 + rAt(1 = y)l-

16



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

K

assim f(t + At) = f(t)(1 + rAt)[1 — f(t)/K]. Perde-se a nocao
do que se passa no intervalo At.

df(t) f(t) f(t+ At) — 1(t) f(t)
o = rf(t) [1 - K] — At = rf(t) { — ]

Chamando y; = f(iAt)/K,comi=0,1,2,... leva a:
Yirr = Yi[1 + rAt(1 — y;)]. Escrevendo: p =1+ rAte
X; = rAty;/p escreve-se 0 mapa logistico:

16



Eq. de diferencas do modelo de Verhulst — mapa logistico

dt K
assim f(t + At) = f(t)(1 + rAt)[1 — f(t)/K]. Perde-se a nocao
do que se passa no intervalo At.

df(t):rf(t)[1—f(t)] — f(t+AAt3_f(t):rf(t){ —fﬁ)]

Chamando y; = f(iAt)/K,com i =10,1,2,... leva a:
Vi1 = Yi[1 + rAt(1 — y)]. Escrevendo p= 1 + rAte
X; = rAty;/p escreve-se 0 ma

Essa formula de recorréncia € muito simples, mas que
apresenta um comportamento muito rico.

16



Equacao KPP O'./Uir'—'u Q’Q\

&M} 9 yﬁo

Equagao Kolmogorov, Petrovisk e Plskunov com coeficientes

i AN
constantes: L Eq = e

X
O”‘mﬁ ) C”;f) = r;;/@t) + g@(t) + rﬁ?t) : ﬁ&
» @J 4
Aparece em diversos contextos na modelagem: efeito Allee e
quando considera-se a variavel espacial: equacao de ro.i'};,
Fisher-KPP.

Hodday d=




Modelos Epidemioldgicos




Modelos Epidemioldgicos

e A utilizacdo de métodos matematicos para estudar a
disseminagao de doengas contagiosas vem desde 176g,

quando Daniel Bernoulli realizou estudos sobre a variola.

Lartre?

18



Modelo Susceptivel-Infectado (SI 5 S 2
p (SI) /""\;ﬁ, f@&

(3431 M N

F e NN\
Compartimentos: individuos que ,SAXO o A%

Infectados: N, podem transmitir um patog_eno e nao se curam.
—_— ———

o d-e_So < 9.,-\'29 o
B BT e e

O 0-0 —0~
N\ \ | 2
o~ 00 ) S‘,er\‘?f
S oy IQ)'/.-
N bbhg N Gbco—) Ng Ny

19
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Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)

Compartimentos: individuos que

Infectados: N, podem transmitir um patdégeno e nao se curam.

Susceptiveis: Ns nao carregam o patégeno e podem se
infectar

19



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)

Compartimentos: individuos que

Infectados: N, podem transmitir um patdégeno e nao se curam.

Susceptiveis: Ns nao carregam o patégeno e podem se
infectar

Total: totalizam N = N, + Ns, com N fixo.

19



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)
Suponha que:

e 0 patdégeno espalha-se pelo contato entre individuos
infecciosos (/) e sados (S) da populacao.

% . MA*P";R“

\eolado
opicTe A et Ho m Y
[SVIAY R~ o ,/)*,géwzo A© CQSkL\O

_—
. —

(< erf-‘

LT S A
>4 o

TE PR VP S
LX< Nk

%

Mmdelos Cor— <

P~ de 2 '(ﬁr(j}*")

20



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)

Suponha que:

. . L H 03‘)“9
e 0 patdgeno espalha-se pelo contato entre individuos o)

infecciosos (/) e sados (S) da populacao. R
e individuos de ambos os grupos movem-se livremente G

entre si., O nUmero de contatos é porporcional a %

(cada individuo infeccioso pode encontrar, com a mesma

probabilidade, com os Ng individuos susceptiveis).



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl) o/ =
Cfa opuk / 7( )
Suponha que: —~ol— ©

e 0 patogeno espalha-se pelo contato entre individuos
infecciosos (/) e sados (S) da populacao. ,Q/{ PN o
e individuos de ambos os grupos movem-se livremente ~—*%
entre si., O nUmero de contatos é porporcional a N;Ns,
(cada individuo infeccioso pode encontrar, com a mesma
probabilidade, com os Ng individuos susceptiveis).

A taxa de disseminacao do patégeno é proporcional ao nimero
de tais contatos assim:

aN,
A Fo L NN
O & taxa de contatos T
com 3 > 0. ? |\

2 \acingy tom et pe o 7 0= 20



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)

) \;e
POro EN ot &:&;
L e

A (or e X a= ¢F= O3
( folo Mow O J‘N@WW’/‘CW7 g



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl) 9{; (M’ +Ns) =

GD\) Proporgoes: N= C le_ e
L_ -fgg &g Ng infectados: /=%, LL;Q
susceptiveis: S =15, @S},
assim: /+ S=1.

A Ms ,Q) N;Ns Os modelos mais realistas conS|deram que

a taxa de disseminacgao é proporcional a

cl/h proporcao de individuos infectados assim:
ﬁ>0 aN
- L Ns.

forgca da infecgao
+@




Modelo Susceptivel-Infectado (Sl)
r < Nelo) &
j £ Ny

Modelo SI: —5‘{’% ,
\9 dl N
= _5/ 1=1). | Ferpes Dore 3:?
— F- - X\
com endo a condicao inicial. OZL O e

Solugao " o
I =
bl
,é ey 0
W0 I(t) = : v"“)"% v
GLG‘Q‘Q\DIJ\\ ( ) 1 +(10—1 _1)9—,81‘ j(
éﬂ‘" tempo medido em unidades de 3 (r = t). Para

I(oo) = I* = 1 (toda populacdo
nfectada).

# £9O
£7>[/@ L) =T = I%



Modelo Susceptivel-Infectado (Sl) e A (/g a Pl o
= _
Equacao logistica O = >
I(t) = 1 [ Pt 7
T (g et L&~ e =Y

e
oﬁ’f }-vCQ I({) _ '/ L)’%—Q
A U™
32 . % | +Us»
IL‘@-, /’_‘3)804; v} ,
Lr\"\y | 3‘% i(t>1 _{/_)l&
e JRToR




Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

ConiElhll | esilufi ik =

e Considere N agentes, que sdo 0s nodos de um grafo; ﬁ«'
podslo i

o %
o

) /JQ/X
a P AG/
/ y
2
fas>
Ntin\) NV
5 "i‘*‘f"‘o) p 900
3 / 110 1V D@D
& o " mEpEpes o
0]
et L L5 T A
) o O )



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e Considere N agentes, que sdo os nodos de um grafo;
e 0 /-ésimo agente podem estar no estado:
N g e susceptivel a; = 0 ou

e infectado a; = 1; { 2
(Vlﬂ’.—(\— ' (‘(\Q \6) gg §
ké/
2 @
- Z\ @
/ L{ 5 Ner
\,, c — A U /\
\ AU
é’w = \ ooy 6 —@ 25



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e Considere N agentes, que sao os nodos de um grafo;
e 0 /-ésimo agente podem estar no estado:

e susceptivel a; = 0 ou

e infectado g, = 1;
e a conexao entre os agentes i e j é representada por:

e Ai; =0, se eles nao estiveram conectados, ou por
e A;j =1, caso contrario;

25



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e Considere N agentes, que sao os nodos de um grafo;
e 0 /-ésimo agente podem estar no estado:

e susceptivel a; = 0 ou
e infectado g, = 1;
e a conexao entre os agentes i e j é representada por:
, se eles ndo estiveram conectados, ou por
e A;; = 1/ caso contrario;
e no instante ¢, a probabilidade do t_és/irpg_agemestar no

estado: 2 po
/&1

o susceptivel é[5,(t)  de estar
e infectado & Jx;(t) ‘?
com s;(t) + xi(t) = 1; /
Mo d\k\/\ée ™\ A_Q)j; vy \

25



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)
de
e em um intervalo de tempo Atf, um agente susceptivel pode
ser contaminado por um de seus vizinhos infectados com
probabilidade:

v
Proy:dfﬁéoy/aoj Pinf[k): /8‘?/,(_1‘) Z Ai’jxj(t At
Zﬂ\fu:b‘}q)\',f’ ‘_—- , ;— f‘ =

SR

%) V) ~

\\-o/x‘.@ m

A :

N° o
57 N\ 7

26



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e em um intervalo de tempo At, um agente susceptivel pode
ser contaminado por um de seus vizinhos infectados com

N amina 3
o Probabilidade: - 0

! \p\oc)*\" ,J" N Xbun - R

b-\bh L)s’b mf IBSI Z A’»]X](t)At ' /

| =
5\ e assim: &ﬁ/; St 4\)
T S — " \N
,</ xi(t+ At = xi(t) + A1 = x(D1 P AL
Y,

Mn dk‘\'“
bt :



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e em um intervalo de tempo At, um agente susceptivel pode
ser contaminado por um de seus vizinhos infectados com

probabilidade: ?{v wB? 7
\_)I’M‘ Qk}/u( N 'sY‘A’ L A
" T Pu=ps03 Aunat: fo™  Hp
O =1 S&z Y,V
/(3
e assim: Kf./‘nx“v
N ) \J\Y
xi(t+ At) = xi(1) + B[1 — xi(H)] D Aix(tAt; "
it Covuko 7=
Ny
e Sistema de equagobes diferenciais: A0 A \
_— —_ 2 = = —_— N Prowyo "

ot _5[1_)ﬁt)];AUXj V\WU@JL
— = Q >\ql~7\
,O\

26



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI) o
Vo

e Sistema: X,(t) = ﬁ['l — X,'(t)] lei1 A,ij(t) r“c‘s&\f,‘)‘@
A

n
o

27



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

o Sistema: x;(t) = 3[1 — 482 Z/-'L A jixi(t). )JQ(WJ
e Para tempos curtos \— sistema Iirffr: o(r"jc/ﬂ\"-
5i(1) = BN, Ax(0): N o T i
- ax(t S
. X 4D _ paxo) P
; PEER-AY, i
Gt
i o~ e~
o Aﬂl Agz/ 7 -, AON'-l 7§y
A_} Al’.) A\\ Am—l Al

A( . ‘. r
27
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Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

o Sistema: x;(1) = B[1 — x(t)] N, Aijxi(1). L

e Para tempos curtos t < 1/3 = sistema linear: 1¥"*

5i(t) = B Ai(): /,»ﬁ'bA; P
dX(t) = et °
a - BAX(t) ; 2 ¥ b,j',o

e a solucdo na base de autovetores de A: AV, = A,V é:
L IO

N
%)= 8 a(t)v

k=1

27



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

o Sistema: Xi(t) = B[1 — x;(t)] 14 Ajjx(t).
e Para tempos curtos t < 1/3 = sistema Ilnea;/ﬂ,,
i(t) = B )y Asj(t): S
IX) _ sty <
dt :

e a solucdo na base de autovetores de A: AV, = A,V é:

N
=8 a(t)vk
k=1

o St &tV = B0 ak(t) AV = B304 a(t) MV

(A assim:

S-.\o . a(t) = ax(0)e”™! a,(0) = v
d Jrse (™ ® EDD',

X(0)

27



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e Assim:
N
X(t) = ax(0)e™ 'V .
=
N-lI
P
( N
(‘V] \'t) - 7& ‘.\ \
I
1+ {)
'https://youtu.be/GVTDWQEXZj0
P72 28

e
P r ot
=



Modelo de Agentes Susceptivel-Infectado (SI)

e Assim: N )O
(1) =3 a(0)e™ 7 . ESSIEN
k=1 JJJLl o

e Sendo )\ o0 maior auto valor:

o O autovetor V4 relativo ao maior autovalor é a medida de
centralidade Jog grafo.’

"hips://youtu.be/GVTDWQEXZ0  {70X) & MopVOe \\\
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Modelo Susceptivel-Infectado-Susceptivel (SIS)

e Modelo Sl: compartimentos: individuos que
Infectados N, podem transmitir um patégeno
Susceptiveis Ns nao carregam o patégeno e podem se
infectar
Total totalizam N = N, + Ng, com N fixo.
¢ Individuos infectados podem se curar a uma taxa

IS = &

[

=0
o
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Modelo SIS: et
E = ( - ) -7

com /(0) = Iy sendo a condi¢ao inicial.

%
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Modelo Susceptivel-Infectado-Susceptivel (SIS)
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Modelo SIS:
e
a__ 42
d( st) B ’

~— ~—

T 1/Ro
com

e /(0) = I sendo a condigao inicial e

e Ry = /v nimero médio que de suceptiveis que podem
ser infectados por um individuo infectado.



Modelo Susceptivel-Infectado-Susceptivel (SIS) " {yo

-2
Modelo SIS: & = 1(1 l) g;O " b

Solugao: Jt
Estacmnérla estabilidade de —* . K\/%

[/folse’[§>1e 1
Pf‘-’efw _1 /S

{N Completa Equagao

2 < tempo medido em unidades de 3 (1 = St). Para g{ff
t>1/p3,se @7
° % > 1, I(c0) = 0 (toda populagéo curada, /

extingdo do patogeno) e & 1{ E
esez<1l(c0)=1-2. 1, 31
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Modelo Susceptivel-Infectado-Recuperado (SIR)

e Modelo SlI: compartimentos: individuos que
Infectados N, podem transmitir um patégeno
Susceptiveis Ns nao carregam o patdégeno e podem se
infectar
Recuperado podem se curar, ficando imunes, (ou
morrem) a uma taxa v > 0
Total totalizam N = N, + Ng + Ng, com N fixo.

£>0 >0

Al
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Modelo Susceptivel-Infectado-Recuperado (SIR)

£>0 >0

A

dNs N
L]
an, N,

ar BNSW_'YNI
dNg

=R _ AN

at YN

com N = N, + Ng + Ng e condigao inicial Ng(0), N;(0) e Ng(0)
especificados.
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Modelo Susceptivel-Infectado-Recuperado (SIR)

£>0 >0

A]

o 7 =pt
e Ry = 3/~ (nUmero basico de reprodugao)
e S=Ts1=Nep="N=

— N>
as
o - 9
a B
o = SI-R
R _
ar = o

com S+ /+ R =1 e condi¢ao inicial S(0), /(0) e R(0)
especificados.
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Modelo Susceptivel-Infectado-Recuperado (SIR)

£>0 >0

Al

Trabalhando com duas equagdes: I=1—(S+ R) e
I(0) = 1 —[S(0) — R(0)]

dis
ar
@
ar

— -S1-S-R)

= R,'(1-S-R)



Modelo Susceptivel-Infectado-Susceptivel (SIS)

Modelo SIR: & = -S(1-S—-R)e ¥ =R;'(1-S-R)

Solucao Estacionaria:

e S*=0,
e R*=1-5%,
Se

e S*=0 — R*=1 (todos recuperados)
e S*#A£0 — R*=1-— 8" (ainda existem susceptiveis)
Reescrevendo: &L = (S - Ry")/

Para 7 =0 se Ry > 1/S(0) surto epidémico (crescimento
exponencial de infectados)
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Modelos Computacionais




Modelos Estocasticos




