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2



Modelos Analı́ticos



Modelos Analı́ticos

Modelos

• contı́nuos e

• discretos com

• aumento de complexidade (permitem descrever situações
mais complicadas).

3



Qual é a peça?

Grandezas:

constantes: parâmetros;

mutantes: variáveis

Relação entre as grandezas: funções, soluções de equações
diferenciais ou algébricas.

Equações diferenciais, condições

iniciais: parâmetros;

contorno: funções.
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Constante

df (t)
dt

= 0 ,
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Constante

df (t)
dt

= 0 ,

f (t) = f0 .

Nada acontece
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Linear

Coeficiente:

• constante
df (t)

dt
= r0 ,
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Linear

Coeficiente:

• constante
df (t)

dt
= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;
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Linear

Coeficiente:

• constante
df (t)

dt
= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;

• variável
df (t)

dt
= r0(t) ,

6



Linear

Coeficiente:

• constante
df (t)

dt
= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;

• variável
df (t)

dt
= r0(t) ,

f (t) = f0 + r0

� t

t0
dt �r0(t �) .
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Exponencial

Coeficiente

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) ,
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Exponencial

Coeficiente

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;
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Exponencial

Coeficiente

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,
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Exponencial

Coeficiente

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,

f (t) = f0 e
� t

t0
dt �r1(t �) .

Para r(t) = βktβ−1, f (t) = f0etβ−tβ0 , que é a exponencial
estendida.
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Exponencial: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)
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Exponencial: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,
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Exponencial: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =
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Exponencial: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,
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Exponencial: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,

f (t) = f0 e
� t

t0
dt �r1(t �) .

Para r(t) = βktβ−1, f (t) = f0etβ−tβ0 , que é a exponencial
estendida.
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Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente

Constante:
dx(t)

dt
= rx(t)

9



Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente

Constante:
dx(t)

dt
= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)

Δt
= rx(t)
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Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente

Constante:
dx(t)

dt
= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)

Δt
= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a

noção do que se passa no intervalo Δt .
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Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente

Constante:
dx(t)

dt
= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)

Δt
= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a

noção do que se passa no intervalo Δt .
Chamando xi = x(iΔt), com i = 0, 1, 2, . . ..

xn = κxn−1 = κnx0

com x0 sendo o valor inicial.
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Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente

Constante:
dx(t)

dt
= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)

Δt
= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a

noção do que se passa no intervalo Δt .
Chamando xi = x(iΔt), com i = 0, 1, 2, . . ..

xn = κxn−1 = κnx0

com x0 sendo o valor inicial.
Variável:

xn =
n�

i=1

κi x0
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0(t)
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0+

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0+

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:
df (t)

dt
= r1(t)f (t)+r0(t)
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0+

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:
df (t)

dt
= r1(t)f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = g[r1(t)][f0+

� t

t0
dt �g[−r1(t �)]r0(t �)] .
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Exponencial + Linear

Coeficientes:

Constante:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0 =⇒ f (t) =

�
f0 +

r1

r0

�
er1(t−t0)− r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:
df (t)

dt
= r1f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0+

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:
df (t)

dt
= r1(t)f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = g[r1(t)][f0+

� t

t0
dt �g[−r1(t �)]r0(t �)] .

g[r(t)] = e
� t

t0
dt ��r(t ��)
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Exponencial + Linear: equação de diferenças

Coeficiente

Variável:

xn = x0

n�

i=1

κi +
n�

j=1

hj

n−1�

i=j+1

κi .
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Exponencial + Linear: equação de diferenças

Coeficiente

Variável:

xn = x0

n�

i=1

κi +
n�

j=1

hj

n−1�

i=j+1

κi .

Constante: κ1 = κ2 = . . . = κn = κ̄ e h1 = h2 = . . . = hn = h̄

xn = x0κ̄
n + h̄

1 − κ̄n

1 − κ̄
=

�
x0 −

h̄
1 − κ̄

�
κ̄n +

h̄
1 − κ̄

.
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Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

df (t)
dt

= r1−λ[f (t)]1−λ
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Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

df (t)
dt

= r1−λ[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1 + λ
r1−λ

f λ0����
tλ

(t − t0)]1/λ .

Divergência em tempo finito tλ!
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Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

df (t)
dt

= r1−λ[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1 + λ
r1−λ

f λ0����
tλ

(t − t0)]1/λ .

Divergência em tempo finito tλ!

Variável:

df (t)
dt

= r1−λ(t)[f (t)]1−λ

12



Hiper-Exponencial

Coeficiente

Constante:

df (t)
dt

= r1−λ[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1 + λ
r1−λ

f λ0����
tλ

(t − t0)]1/λ .

Divergência em tempo finito tλ!

Variável:

df (t)
dt

= r1−λ(t)[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1+λ

� t

t0
dt �

r1−λ(t �)
f λ0

]1/λ .
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Hiper-Exponencial Outras

Outras

Estendida: r1−λ(t) = βktβ−1

df (t)
dt

= βktβ−1[f (t)]1−λ
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Hiper-Exponencial Outras

Outras

Estendida: r1−λ(t) = βktβ−1

df (t)
dt

= βktβ−1[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1+λ
k
f λ0

(tβ− tβ0 )]
1/λ .
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Hiper-Exponencial Outras

Outras

Estendida: r1−λ(t) = βktβ−1

df (t)
dt

= βktβ−1[f (t)]1−λ =⇒ f (t) = f0 [1+λ
k
f λ0

(tβ− tβ0 )]
1/λ .

hiper-Gompertz: f (t) = ln[g(t)]

g(t) =

13



Hiper-Exponencial + Linear = Equação de Bernoulli

Coeficiente constante:

df (t)
dt

= r1−λf 1−λ(t) + r̃1f (t) ,

chamando v(t) = f λ(t), têm-se dv(t)/dt = λ[r̃1v(t) + r1−λ],
cuja solução é: v(t) = [v(t0) + r̃1/r1−λ]er̃1(t−t0) − r̃1r1−λ. Assim,
na variável original tem-se:

f (t) =

�
r1−λ

r̃1

�
1 +

�
r̃1f λ0
r1−λ

− 1

�
eλr̃1(t−t0)

��1/λ

.

Para λ = −1, têm-se a equação de Riccati, ou logı́stica, que
descreve o modelo de Verhulst.
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Equação logı́stica ou modelo de Verhulst

Equação logı́stica:
df (t)

dt
= r2f 2(t) + r̃1f (t) = r̃1f (t)

�
1 − −r2

r̃1
f (t)

�
,
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Equação logı́stica ou modelo de Verhulst

Equação logı́stica:
df (t)

dt
= r2f 2(t) + r̃1f (t) = r̃1f (t)

�
1 − −r2

r̃1
f (t)

�
,

com solução:

f (t) =
r̃1/r2

1 +
�

r̃1
r2f0

− 1
�−r̃1(t−t0)

.
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Equação logı́stica ou modelo de Verhulst

Equação logı́stica:
df (t)

dt
= r2f 2(t) + r̃1f (t) = r̃1f (t)

�
1 − −r2

r̃1
f (t)

�
,

com solução:

f (t) =
r̃1/r2

1 +
�

r̃1
r2f0

− 1
�−r̃1(t−t0)

.

Considere: t0 = 0, r1 = r , −r1/r2 = K > 0 e

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
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Equação logı́stica ou modelo de Verhulst

Equação logı́stica:
df (t)

dt
= r2f 2(t) + r̃1f (t) = r̃1f (t)

�
1 − −r2

r̃1
f (t)

�
,

com solução:

f (t) =
r̃1/r2

1 +
�

r̃1
r2f0

− 1
�−r̃1(t−t0)

.

Considere: t0 = 0, r1 = r , −r1/r2 = K > 0 e

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�

f (t) =
K

1 +
�

K
f0
− 1

�−rt .
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�

assim f (t +Δt) = f (t)(1 + rΔt)[1 − f (t)/K ]. Perde-se a noção
do que se passa no intervalo Δt .
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�

assim f (t +Δt) = f (t)(1 + rΔt)[1 − f (t)/K ]. Perde-se a noção
do que se passa no intervalo Δt .

Chamando yi = f (iΔt)/K , com i = 0, 1, 2, . . . leva à:
yi+1 = yi [1 + rΔt(1 − yi)].
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�

assim f (t +Δt) = f (t)(1 + rΔt)[1 − f (t)/K ]. Perde-se a noção
do que se passa no intervalo Δt .

Chamando yi = f (iΔt)/K , com i = 0, 1, 2, . . . leva à:
yi+1 = yi [1 + rΔt(1 − yi)]. Escrevendo: ρ = 1 + rΔt e
xi = rΔtyi/ρ escreve-se o mapa logı́stico:
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Eq. de diferenças do modelo de Verhulst → mapa logı́stico

df (t)
dt

= rf (t)
�
1 − f (t)

K

�
=⇒ f (t +Δt)− f (t)

Δt
= rf (t)

�
1 − f (t)

K

�

assim f (t +Δt) = f (t)(1 + rΔt)[1 − f (t)/K ]. Perde-se a noção
do que se passa no intervalo Δt .

Chamando yi = f (iΔt)/K , com i = 0, 1, 2, . . . leva à:
yi+1 = yi [1 + rΔt(1 − yi)]. Escrevendo: ρ = 1 + rΔt e
xi = rΔtyi/ρ escreve-se o mapa logı́stico:

xn+1 = ρ����
4a

xn(1 − xn)

Essa fórmula de recorrência é muito simples, mas que
apresenta um comportamento muito rico.
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Equação KPP

Equação Kolmogorov, Petrovisk e Piskunov com coeficientes
constantes:

df (t)
dt

= r3f 3(t) + r2f 2(t) + r1f (t) ,

Aparece em diversos contextos na modelagem: efeito Allee e
quando considera-se a variável espacial: equação de
Fisher-KPP.
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Modelos Epidemiológicos



Modelos Epidemiológicos

A utilização de métodos matemáticos para estudar a
disseminação de doenças contagiosas vem desde 1760,
quando Daniel Bernoulli realizou estudos sobre a varı́ola.
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Compartimentos: indivı́duos que

Infectados: NI podem transmitir um patógeno e não se curam.
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Compartimentos: indivı́duos que

Infectados: NI podem transmitir um patógeno e não se curam.

Susceptı́veis: NS não carregam o patógeno e podem se
infectar

19



Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Compartimentos: indivı́duos que

Infectados: NI podem transmitir um patógeno e não se curam.

Susceptı́veis: NS não carregam o patógeno e podem se
infectar

Total: totalizam N = NI + NS, com N fixo.
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Suponha que:

• o patógeno espalha-se pelo contato entre indivı́duos
infecciosos (I) e sãos (S) da população.
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Suponha que:

• o patógeno espalha-se pelo contato entre indivı́duos
infecciosos (I) e sãos (S) da população.

• indivı́duos de ambos os grupos movem-se livremente
entre si., O número de contatos é porporcional a NINS,
(cada indivı́duo infeccioso pode encontrar, com a mesma
probabilidade, com os NS indivı́duos susceptı́veis).
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Suponha que:

• o patógeno espalha-se pelo contato entre indivı́duos
infecciosos (I) e sãos (S) da população.

• indivı́duos de ambos os grupos movem-se livremente
entre si., O número de contatos é porporcional a NINS,
(cada indivı́duo infeccioso pode encontrar, com a mesma
probabilidade, com os NS indivı́duos susceptı́veis).

A taxa de disseminação do patógeno é proporcional ao número
de tais contatos assim:

dNI

dt
= β����

taxa de contatos

NINS .

com β > 0.
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

NS
β>0−→ NI
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

NS
β>0−→ NI

Proporções:

infectados: I = NI
N ,

susceptı́veis: S = NS
N ,

assim: I + S = 1.

Os modelos mais realistas consideram que
a taxa de disseminação é proporcional a
proporção de indivı́duos infectados assim:

dNI

dt
= − βI����

força da infecção

NS . (1)

Como S = 1 − I:

dI
dt����

taxa de disseminação

= βI(1 − I) , (2)

22



Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Modelo SI:
dI
dt

= βI(1 − I) ,

com I(0) = I0 sendo a condição inicial.

Solução

Estacionária I∗ = 0 (instável, pois β > 0) e I∗ = 1.

Completa Equação logı́stica

I(t) =
1

1 + (I−1
0 − 1)e−βt

,

tempo medido em unidades de β (τ = βt). Para
t � 1/β, I(∞) = I∗ = 1 (toda população
infectada).
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Modelo Susceptı́vel-Infectado (SI)

Equação logı́stica

I(t) =
1

1 + (I−1
0 − 1)e−βt

,

Equação logı́stica com I0 = 1/10. 24



Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Considere N agentes, que são os nodos de um grafo;
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Considere N agentes, que são os nodos de um grafo;
• o i-ésimo agente podem estar no estado:

• susceptı́vel ai = 0 ou
• infectado ai = 1;
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Considere N agentes, que são os nodos de um grafo;
• o i-ésimo agente podem estar no estado:

• susceptı́vel ai = 0 ou
• infectado ai = 1;

• a conexão entre os agentes i e j é representada por:
• Ai,j = 0, se eles não estiveram conectados, ou por
• Ai,j = 1, caso contrário;
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Considere N agentes, que são os nodos de um grafo;
• o i-ésimo agente podem estar no estado:

• susceptı́vel ai = 0 ou
• infectado ai = 1;

• a conexão entre os agentes i e j é representada por:
• Ai,j = 0, se eles não estiveram conectados, ou por
• Ai,j = 1, caso contrário;

• no instante t , a probabilidade do i-ésimo agente estar no
estado:

• susceptı́vel é si(t) e de estar
• infectado é xi(t),

com si(t) + xi(t) = 1;

25



Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• em um intervalo de tempo Δt , um agente susceptı́vel pode
ser contaminado por um de seus vizinhos infectados com
probabilidade:

Pinf = βsi(t)
N�

j=1

Ai,j xj(t)Δt ;
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• em um intervalo de tempo Δt , um agente susceptı́vel pode
ser contaminado por um de seus vizinhos infectados com
probabilidade:

Pinf = βsi(t)
N�

j=1

Ai,j xj(t)Δt ;

• assim:

xi(t +Δt) = xi(t) + β[1 − xi(t)]
N�

j=1

Ai,j xj(t)Δt ;

• Sistema de equações diferenciais:

dxi(t)
dt

= β[1 − xi(t)]
N�

j=1

Ai,j xj(t) .
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Sistema: ẋi(t) = β[1 − xi(t)]
�N

j=1 Ai,j xj(t).
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Sistema: ẋi(t) = β[1 − xi(t)]
�N

j=1 Ai,j xj(t).
• Para tempos curtos t � 1/β =⇒ sistema linear:

ẋi(t) = β
�N

j=1 Ai,j xj(t):

d�x(t)
dt

= β��x(t) ;

• a solução na base de autovetores de �: ��vk = λk�vk é:

�x(t) = β

N�

k=1

ak (t)�vk ;

• �N
k=1 ȧk (t)�vk = β

�N
k=1 ak (t)��vk = β

�N
k=1 ak (t)λk�vk

assim:
dak (t)

dt
= βλkak (t) , ak (t) = ak (0)eβλk t ak (0) = �v†

k ·�x(0)
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Assim:

�x(t) =
N�

k=1

ak (0)eβλk t�vk .

1https://youtu.be/GVTDWQEXZj0
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Modelo de Agentes Susceptı́vel-Infectado (SI)

• Assim:

�x(t) =
N�

k=1

ak (0)eβλk t�vk .

• Sendo λ1 o maior auto valor:

�x(t) = a1(0)eβλ1t�v1

• O autovetor �v1 relativo ao maior autovalor é a medida de
centralidade doo grafo.1

1https://youtu.be/GVTDWQEXZj0
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Modelo Susceptı́vel-Infectado-Susceptı́vel (SIS)

• Modelo SI: compartimentos: indivı́duos que
Infectados NI podem transmitir um patógeno
Susceptı́veis NS não carregam o patógeno e podem se

infectar
Total totalizam N = NI + NS, com N fixo.

• Indivı́duos infectados podem se curar a uma taxa γ

1 − I

β>0

��
I

γ>0

��

Modelo SIS:
dI
dt

= βI(1 − I)− γI

com I(0) = I0 sendo a condição inicial.
29



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Susceptı́vel (SIS)

Modelo SIS:

dI
d( βt����

τ

)
= I


1 − γ

β����
1/R0

−I


 ,

com

• I(0) = I0 sendo a condição inicial e

• R0 = β/γ número médio que de suceptı́veis que podem
ser infectados por um indivı́duo infectado.

30



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Susceptı́vel (SIS)

Modelo SIS: dI
dτ = I

�
1 − γ

β − I
�

Solução:

Estacionária : estabilidade de
• I∗ = 0, se γ

β > 1 e
• I∗ = 1 − γ

β , se γ
β < 1

Completa Equação

I(t) =
1 − γ

β

1 + (
1− γ

β

I0
− 1)e−(1− γ

β
)βt

,

tempo medido em unidades de β (τ = βt). Para
t � 1/β, se

• γ
β > 1, I(∞) = 0 (toda população curada,
extinção do patógeno) e

• se γ
β < 1, I(∞) = 1 − γ

β . 31



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Recuperado (SIR)

• Modelo SI: compartimentos: indivı́duos que

Infectados NI podem transmitir um patógeno
Susceptı́veis NS não carregam o patógeno e podem se

infectar
Recuperado podem se curar, ficando imunes, (ou

morrem) a uma taxa γ > 0
Total totalizam N = NI + NS + NR, com N fixo.

S

β>0

��
I

γ>0
��
R

32



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Recuperado (SIR)

S

β>0

��
I

γ>0
��
R

dNS

dt
= −βNS

NI

N
dNI

dt
= βNS

NI

N
− γNI

dNR

dt
= γNI

com N = NI + NS + NR e condição inicial NS(0), NI(0) e NR(0)
especificados.

33



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Recuperado (SIR)

S

β>0

��
I

γ>0
��
R

• τ = βt
• R0 = β/γ (número básico de reprodução)
• S = NS

N , I = NI
N e R = NR

N

dS
dτ

= −SI

dI
dτ

= SI − R−1
0 I

dR
dτ

= R−1
0 I

com S + I + R = 1 e condição inicial S(0), I(0) e R(0)
especificados. 34



Modelo Susceptı́vel-Infectado-Recuperado (SIR)

S

β>0

��
I

γ>0
��
R

Trabalhando com duas equações: I = 1 − (S + R) e
I(0) = 1 − [S(0)− R(0)]

dS
dτ

= −S(1 − S − R)

dR
dτ

= R−1
0 (1 − S − R)
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Modelo Susceptı́vel-Infectado-Susceptı́vel (SIS)

Modelo SIR: dS
dτ = −S(1 − S − R) e dR

dτ = R−1
0 (1 − S − R)

Solução Estacionária:

• S∗ = 0,

• R∗ = 1 − S∗,

Se

• S∗ = 0 −→ R∗ = 1 (todos recuperados)

• S∗ �= 0 −→ R∗ = 1 − S∗ (ainda existem susceptı́veis)

Reescrevendo: dI
dτ = (S − R−1

0 )I

Para τ = 0 se R0 > 1/S(0) surto epidêmico (crescimento
exponencial de infectados)
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Modelos Computacionais



Modelos Estocásticos


