PQI-5884 - Programacao Inteira Mista aplicada a
Otimizacao de Processos

3° Periodo 2020

Data Atividade Contetudo

17/09 Aula 1 Introdug@o, formulagéo, classes, representagdo

24/09 Aula 2 Condigdes de otimalidade

01/10 Aula 3 Condi¢cdes KKT, multiplicadores

08/10 Aula 4 Otimizagdo irrestrita

15/10 Aula5 |LP

22/10 Aula6 | NLP

29/10 Aula7 |MILP

05/10 Aula 8 MILP, problemas classicos

12/11 Aula 9 MILP, problema de scheduling

19/11 Aula 10 | MINLP, problema de sintese

26/11 Aula 11__ | Apresentagdes

03/12 - -
Exemplo LP (pag.64)
1) Séo disponiveis j = 1, 2, ... m tipos de alimentos, cada um com um contetdo
especifico ¢;; do nutriente i = 1, 2, ... n (unidade-i/unidade-j) ¢ um custo

especifico ; (|R$/unidade-j).
Variaveis: X; = quantidade diaria a ser ingerida do alimento j (unidade-j/dia)

Restri¢des: quantidade diaria ingerida do nutriente i deve ser superior ao limite
b;!oW ¢ inferior ao limite b, (unidade-i/dia)

Como formular uma dieta que atenda os requisitos diarios de nutrientes com
minimo custo?

Formulag@o: m
min Custo = Z;Cj-xj
=

. - low i=
s.a.: ;qi'j'xj >h, i=1,2,..n
Zm:q,'j.xj<b,“p i=1,2,..n
j=1
X;>0 ji=L2,.m
X;e N i=12,..m
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11.3.4. OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE E

DESIGUALDADE

Seja o problema de otimizagao:

min f(x)

sujeito a: h . X)=0
O (X) <0
X e R"

pag.25

Condicdes KKT (Karush-Kuhn-Tucker)

1- Dependéncia linear dos gradientes
m r
VE(X)+ D 4, Vh (x)+ > u,.Vg,(x)=0
j=1 j=1

A; : multiplicadores de Lagrange
p; : multiplicadores de Kuhn-Tucker

2 - Viabilidade das restri¢cdes

hi(x) =0 I<j<m

3 - Condigdes de complementaridade
1;-9;(x) =0 1<j<r
H=0

>

sistema ndo-linear de
n+m+r equagdes e variaveis

Solugdo:
ponto KKT (minimo local)

verificar convexidade

01/10/2020



Significado de multiplicadores de Kuhn-Tucker

X2 A~

Restrigdo fortemente ativa

Vi (x )+ uva(x')=0

l

off +u.0g=0

X, 4 Restrigdo inativa
2

X, 4 Restrigao fracamente ativa
2

) M=

af*

agj

00y =0,k j

I1.3.4. OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE E DESIGUALDADE

EXEMPLO

S.a.:

min  f(X) =—4.x, X, +50
g 2.X2-%<0

X € N2

f(x) = —4.x, —x, +50

min f(X)
sa.r g <=0
X € RN
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formato
padrao

g(z){ 2% - X, }

— % +X%, —20

01/10/2020



Analise de convexidade

Para o problema ser convexo:
1) f(x) ¢ funcdo convexa
2) h(x) sdo fun¢des lineares

3) g(x) sao fungdes convexas

Analise de convexidade

1) Funcdo objetivo

f(x) =—4.x, X, +50 ¢ linear, portanto ¢ convexa V X
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Analise de convexidade

2) Regido viavel

9:1(X) =2. %> %, <0
0(X) =—X> +%,-20<0

4 0
0 0

2(91)=[ } ) x'z[ﬂ V x mm) 0, €convexaV X

-2 0 ) L,
i(gz)z{o 0} ) X'z[o} V x mm) U, Nndo € convexa V X

Analise de convexidade

Para o problema ser convexo:
1) f(x) é fungdo convexa v~
2) h(x) sdo fungdes lineares

3) g(x) sdo fungdes convexas X

Problema ndo convexo.
Podem existir minimos locais.
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60

40 .

20 ..

0

Th10

30
)

50 -

60 ..

-5

Solugdo por inspecao grafica

60
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60

20

X, = [-4,47 40,0]"
f(xa) - 2977
Minimo local X, = [-2,00 24,017
f(XC) = 3470
Estacionario, KKT

X, = [+4,47 24,0]"

f(Xb) = _739
Minimo local e
global
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X, = [+4,47 24,0]"

Condi¢oes de Kuhn-Tucker no ponto Xj:
Vi) + 11V (%) + 1. VGa(Xp) = 0
1.0,(X,) =0 com p, >0 (restrigdo ativa)

. 0,(X,) =0 com p,> 0 (restrigdo ativa)

—4+4.X.n, —-2X.u,=0 -4+17,89.n, -8,94.n, =0
—l-p+p, =0 X=X, —1-p+p,=0

2 7 Jo=0
2.1 =X, .1, =0

0=0
—Xlz.uz + X1, —20.u, =0

Solugdo: pu, = 1,45 e p, =2.,45.

Verificagdo de convexidade do problema em X,
analisando o Hessiano do Lagrangeano:

L(X,1) =) + 11.9: (%) + 1,.8,(X)

;
VXLz{ﬁ i} ={—4+4.X1.u1—2.xl.p2}
X,  OX, —1-p, +n,
A -2p, 0 x=x, 089 0 EY
o ] ]l

Matriz positiva
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Dependéncia linear dos gradientes em X,

41.0
40.8
40.6
40.4
w,va,
40.2 2V Y2
«~ V Xa
3 Vo,
40.0 - —
39.8 | Vi
39.6
39.4
g || 9
39.2
39.0 ‘
55 45X, 35

Solugdo em X,: p, = 0,55 e p, = 1,45.

Visualizagio de problemas em R2 com MATLAB

Converter f(X;, X,) € gj(X;, X,) em expressdes Y fungdo de X
min  f(X) =—4.x, X, +50
s.a.; 0 2.X2X%<0

0, X2+%-20<0

X € N2
z
min z= —4.x-y+50
s.a. g,=2.x-y =0 /\
g, = X2+y-20 =0
X y
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z= —4.x-y+50
y=2.x2
y= x2+20

[X,Y] = meshgrid(-5:0.1:5,0:0.5:60);

Z = -4*X -Y +50;
mesh(X,Y,2);

figure;
contour(X,Y,Z,40)
hold on;

XX = -5:0.1:5;
Ygl = 2*(XX."2);
plot(XX,Ygl);
Yg2 = XX."2 +20;
plot(XX,Yg2);

plot(-4.47,40,"ko-");
plot( 4.47,40,"ko-");
plot(-2,24,"ko-");
hold off;

MATLAB

60

wf B o M =2 B B
T e TR R

50

z= —4.x-y+50
y=2.%2
y= x*+20

[X,Y] = meshgrid(-5:0.1:5,0:0.5:60);

Z = -4*X -Y +50;
mesh(X,Y,Z2);

figure;
contour(X,Y,Z,40)
hold on;

XX = -5:0.1:5;
Ygl = 2*(XX."2);
plot(XX,Ygl);
Yg2 = XX."2 +20;
plot(XX,Yg2);

plot(-4.47,40,"ko-");
plot( 4.47,40,"ko-");
plot(-2,24,"ko-");
hold off;

GNU Octave
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y=2.%2
y= x2+20
[X,Y] = meshgrid(-5:0.1:5,0:0.6:60);

Z = -4*X -Y +50;
mesh(X,Y,Z);

clear
function Z=my_surfacel(X,Y),Z=-4*X-Y+50,
endfunction

:5;

X = 1
Y= 60;

-5:0.
0:0.5:
contour(X,Y,my_surfacel,20) e B :
set(gca(),"auto_clear"”,"off""); ™ S x' - gy

XX = -5:0.1:5;
Ygl = 2*(XX."2); N N
plot(XX,Ygl); 1 \ SeEas
Yg2 = XX.~2 +20; 5 \ 0. s XK
plot(XX,Yg2); x X S ae

-3

plot(-4.47,40,"ko-"); f' ﬂﬂ Py
plot( 4.47,40,"ko-"); » o7
plot(-2,24,"ko-");

METODO DAS RESTRICOES ATIVAS (p4g.28)
Fornece um ponto KKT (minimo local)

Passo 1: Admita que ndo ha restrigdes g; ativas ou escolha
um conjunto de restricdes consideradas ativas.

Passo 2: Formule as condigdes de KKT e resolva para X, A; e ;.
Passo 3: Verifique se gi(X) <0 e se ;>0 - Pare

Passo 4: Ajustes:

a) Se g;(X) > 0, torne restri¢ao violada ativa.

b) Se ; <0, escolha o menor ; e torne inativa.
Volte para o passo 2.
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METODO DAS RESTRICOES ATIVAS

EXEMPLO
min f(X) = Y2.(x;2 + X,2) =3.X; X,
syjeito a:  g,(X) =X, +X,<0
9,(X) =X, —Y2.X,-2<0
0;(X)=-x,<0
X € R?

Gradientes:

Vi (x)= {Xl _3}

X, —1

23

Iteracao 1:

Passo 1: J =, p, =0, u, =0, uy =0

Passo 2: Condigoes de Kuhn-Tucker
Vf(x)+jikj.th(x)+jzrl;uj.ng(x):Vf(x):{xl_3}:{8} 5 X:m

x, -1

Passo 3: Verificagdo das restri¢des

9,(X)=-2<0 Wy =
g,(x)="2 >0 W, = restri¢do g, violada!
g3(X) =-1<0 Wy =

Passo 4: Tornar g, uma restri¢do ativa: J = {2}.
9,(X) =X, —2.X,-2=0

24
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Iteracao 2:

Passo 2: Condigoes de Kuhn-Tucker

X, =3+ 0
vf Vo.(9)=| wl
(l)'*‘“z gz(l) |:X2_1—1/2.p2:| |:0:| ->
92:X1—1/2-X2_2:0

Passo 3: Verificagdo das restricdes
9,X)=-14<0 p,;=0
9,x)=00 <0 p,=04
9;X)=-1,2<0 p,=0

PARE, ponto de Kuhn-Tucker obtido:

« 12,6
X =
- 1,2

com f(x*) = 4,90

1>
1l

2,6 _
L’z} en, =04

25

Dependéncia linear dos gradientes no ponto 6timo

N Vi (x)+1,.V9, (x)=0

Xy

12 -

26
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Verificacado de conxevidade

Fungdo objetivo:  f(X) = %2.(x* +X,7) =3.%, =X,

o f o f Autovalores
XX, OX X 1 0 1
H(x)= 17 172 | =
HO)=| 22 5ty {o 1} H VX
OX, X, OX,X, f(x) convexa

Regido viavel:
9,(X) =X, +X%,<0
9,(X) =X, 2%, 2<0
g3(X) =X, = 0

0i(X) sdo convexas, por serem lineares

F ¢ espaco convexo

Portanto o 6timo obtido € global

Interpretagdo de p, = 0,4:

Perturbando g, com 89, = 0,1 temos:
0,(X) = X, —Y2.X, -2 <0,1

Resolvendo novamente obtém-se
f(x*) = 4,936
f otimizado sofreu uma variagio &f* = -0,036

: (af_J
J %, 89 =0.k#

5 = —11,.80, = —(0,4).(0,1) = —0,040
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Visualizagao em Matlab, f(X,,X,)
Fungdo objetivo
f(x) = 2.(x2 + %,%) =3.%, =X,
X € R?2

[X,Y] = meshgrid(0:.2:5,0:.2:5);
Z = (X."2 + Y.A2)/2 -3*X -Y;

mesh(X,Y,Z)
10 -~
1 /

Waorkspace
E ﬁ {E E;I % ~ | Stack;| Base
MName Walue

X «26x26 double >

Y <26x26 double >

Z <26x26 double >

Contornos de f, incluindo restri¢des

contour(X,Y,Z,60)
hold on;
XX = 0:0.2:5; 5%%%%?’ =
Ygl = XX; 45,///// 1
plot(XX,Ygl) 4f 1
Yg2 = 2*XX -4; 35} 4
plot(XX,Yg2) 3t
hold off; )e
2l
15}
1k |
0.5 /
g bty . : L/
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METODO DAS RESTRICOES ATIVAS
Outra opciio — Enumeracio exaustiva

g g, 0; Resultado
KKT
Ativa Ativa Ativa ?
Ativa Ativa Inativa ?
Ativa Inativa Ativa ?
Ativa Inativa Inativa ?
Inativa Ativa Ativa ?
Inativa Ativa Inativa ?
Inativa Inativa Ativa ?
Inativa Inativa Inativa ?

Fazer para estudo
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