MATO0315 - Introducéo a Anélise

Segundo Semestre de 2020
Periodo Diurno

Martha S. Monteiro

IME-USP

Aula 9 (01/10/2020)

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 9 (01/10/2020)



O que é contar?

Contar é estabelecer uma bijecao entre um conjunto de objetos e 0
conjunto {1,2,...,n}, para algum n fixado.
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Conjuntos equipotentes

Dizemos que os conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade, ou
sao equipotentes, se existir uma funcéao bijetora f : A — B.

Nesse caso, escrevemos A ~ B.

Essa relagdo claramente satisfaz as seguintes propriedades:
@ Reflexiva: A ~ A;
@ Simétrica: Se A ~ B entdo B ~ A;
@ Transitiva: Se A~ Be B~ Centdo A ~ C.

Qualquer relacao com essas propriedades é uma relagao de
equivaléncia.

@ Se dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, também podemos
dizer que eles sao equivalentes (segundo Cantor).
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Para cada n € N seja F,, = {1,2,3,...,n}. Se A € um conjunto,
dizemos que:
@ A é finito se existir uma bijecao de A em F,,, para algum n.

@ Nesse caso, dizemos que A tem n elementos ou que a
cardinalidade de A é n.

e Consideramos o vazio um conjunto finito.

e Em outras palavras, dizemos que A é finito se A ~ F,, ouse A = @.

@ A éinfinito se A nao for finito.

@ A éenumeravel se A ~ N.

@ A é no maximo enumeravel se A for finito ou enumeravel.

@ A é infinito ndo enumeravel se A nao for finito nem enumeravel.

Note que um conjunto enumeravel é infinito.
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@ O conjunto N dos numeros naturais € um conjunto enumeravel.

@ Oconjunto P = {2,4,6,...} € enumeravel.
A fungéo f : N — P dada por f(n) = 2n é bijetora.

@ Oconjunto Z = {1 : n € N} é enumeravel.

Afungéo f : N — T dada por f(n) = 1 é bijetora.

n
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7, @ enumeravel

Vamos provar que o conjunto Z, dos numeros inteiros, € enumeravel.

(Precisamos encontrar uma funcao bijetora que leva N em Z.)

Uma possibilidade € a fungéo f que associa os nUmeros da seguinte
maneira:

1 2 3 4 5 6 7
N 2 R
0 1 2 3

Determine uma expressao paraessa f : N — Z.

5 se n é par,

1— 7 s
5+ semn eimpar.
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Uma observacao interessante

Quando lidamos com conjuntos finitos, se um conjunto A € um
subconjunto prdprio de B, isto é,se A C Be A # B, entdo A tem uma
quantidade de elementos menor do que B.

Entretanto, com conjuntos infinitos pode acontecer
ACB,A#BeA~B.
Vimos isso nos exemplos
e PCN,P#NeP~N;
@ NCZ, N#ZeN~Z.
Esse fato caracteriza os conjuntos infinitos.

Alguns autores usam esta definicdo alternativa de conjunto infinito:

Um conjunto C é infinito se C' contém um subconjunto proprio
equipotente a C. J
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Mais exemplos

(@) g:N—=[0,1], g(n) =

S|

e géinjetora, pois 1 = L «— o0 — () «— m=n.

m nm
@ g nao é sobrejetora, pois existem ndmeros reais x no intervalo [0, 1]
que n&o sdo da forma 1.

1 . . .
e Img= {— ‘n e N} € um conjunto enumeravel.
n

(b)h:N—)[O,l],h(n):{O’ senepar,
1 senéimpar.
e h ndo é injetora nem sobrejetora.

e Imh = {0,1} é um conjunto finito.

Pode uma fungédo com dominio N ter um conjunto infinito nao
enumeravel como imagem?
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Sequéncias

Uma sequéncia é uma funcao cujo dominio é N.
Se f: N — A, denotamos f(n) = a.

Os valores a,, séo chamados termos da sequéncia.
Notagdes:

(ah az,as, . . ) (an)nEN (an)n

Uma sequéncia é uma lista de seus termos em uma certa ordem: a, é
o primeiro termo, a2 € 0 segundo termo, e assim por diante.

Exemplos:
@ (1,2,4,8,16,...,2",...) ap = 2"
e (1,2,1,2,...) an, = 1,sen éimpar, € a, = 2, se n & par
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Sequéncias e enumerabilidade

Os elementos de um conjunto enumeravel podem ser listados
(enumerados!) em uma sequéncia.

@ Seja A um conjunto enumeravel.
@ Entdo existe uma funcéo bijetora f : N — A.

@ Definindo a,, = f(n), vemos que essa bije¢cdo nada mais € do que
a sequéncia (ai,az,...,an,...)

@ Portanto, A = {a1,aq9,...,ap,...}

No caso do conjunto Z, com a fungéo bijetora de N em Z que vimos
anteriormente, temos Z = {0, 1,—1, 2,-2, 3,-3, ...}
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Um resultado importante

Teorema 1

Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Prova:

@ Sejam A um conjunto enumeravel e B C A um subconjunto
infinito.
@ Como A é enumeravel, seus elementos podem ser colocados em
uma sequéncia ay, as, as, . . . de termos distintos dois a dois, isto &,
a; # a; S€ 1 # j.
@ Defina
@ nq: 0 menor natural tal que a,,, € B.
@ ny: 0 menor natural que é maior do que n; tal que a,,, € B.
@ nj: 0 menor natural que é maior do que ny_; tal que a,, € B.
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Um resultado importante (continuacao)

Teorema 1
Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Continuacao da prova:

@ O conjunto B pode ser visto como uma sequéncia

B = (an,, ny, gy Onys - - )

de termos distintos dois a dois. (Por qué?...)
@ Defina f : N — B, f(k) = an,.

@ Entado f é injetora e sobrejetora. Logo, B é enumeravel.

Esse teorema nos permite afirmar que os conjuntos enumeraveis sao
conjuntos do “menor tipo de infinito”. (Por qué?...)
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Unides e intersecc¢des de conjuntos

Sejam FE4, E», E3, ... conjuntos.

A uni&o de todos esses conjuntos € denotada por U E,.

n=1

o0
z € | ) B. < =z € E;, parapelo menos um j € N.

n=1

A intersecg¢do desses conjuntos é denotada por ﬂ E,.

n=1

o0
v€ () E, < =€ Ej, paratodo j € N.

n=1

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 9 (01/10/2020)



@ Paracadan € N, tome F,, = {1,2,...,n}.

e cada F,, € um conjunto finito.

° G F,=N
n=1

° ﬁ F, ={1}
n=1

@ Paracadan € N, defina E,, = {n}.

° GEnzN
n=1

° ﬁEn:Q
n=1
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Exercicio

Uniao e intersecgao de dois conjuntos enumeraveis:
SejamP ={2j:je N} e Q={3k: k€ N}.

e PNQ=

e PUQ=
Note que, na uniao, nao escrevemos 0s numeros repetidos!

S&o enumeraveis esses conjuntos?
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Uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis

Teorema 2
Seja Ey, E», ..., E,,... uma sequéncia de conjuntos enumeraveis.

o0
Ent&o o conjunto U = | | B, ¢ enumeravel.

n=1

Temos duas estratégias para demonstrar que um conjunto é
enumeravel:

(a) Definir uma funcao bijetora de Nem U.
Qual a dificuldade de fazer isto neste caso?

(b) Listar todos os elementos de U organizados em uma sequéncia.
Temos que encontrar uma forma de fazer isso!
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Unidao enumeravel de conjuntos enumeraveis connaco

@ Considere a matriz

€11
€21

€ml

€12
€22

€m2

€ln
€2n

@ A primeira linha é formada por uma sequéncia de todos os
elementos do conjunto F;.

e A segunda linha, por uma sequéncia dos elementos de Es, € assim

por diante.

@ Os elementos da matriz sdo os elementos do conjunto U.

@ Nao sabemos quais termos se repetem na matriz.
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Unidao enumeravel de conjuntos enumeraveis connaco

@ Vamos colocar os elementos da matriz em uma sequéncia (que
pode ter repeticdes):

52(611, €21,€12, €31,€22,€13, €41,€32,€23,°€14, )

@ Qual a regra de formacgéao da sequéncia s?

@ Conseguimos escrever todos os elementos da matriz em forma
de uma sequéncia! Portanto, existe uma fungéo (a sequéncia s)
que associa 0s numeros 1,2, 3, ... respectivamente a
€11, €21, €12, €31, €22, €13, €41, €32, €23, €14, - . . (nessa ordem!)

@ Aimagem de s € o conjunto U.

@ Como o dominio de s é N, sua imagem € no maximo enumeravel.

@ Mas U é um conjunto infinito (por qué?), pois U D E; € E; €
infinito.

Portanto, pelo Teorema 1, U é enumeravel.

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 9 (01/10/2020) 18/19



Consequéncias

Corolario 1

A unido finita de conjuntos enumeraveis € um conjunto enumeravel.

Coroléario 2

n
Se FEi, E», ..., E, sdo conjuntos finitos ou enumeraveis, entdo U Ey

k=1
€ no maximo enumeravel.
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