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Exercicios

1.3. Resolva o problema de valor inicial e de fronteira usando o método de separacao de varidveis

du 2 dii

bl TR, Juind
T T

u(x,0) = f(x), 0<x <L
u(0,4) =0, u(L,t)=0

Separagao Ar:jahse Forma Aplicacao da
de &8 Geral da Condicao

Solucao Inicial

Solucdes

VERENVES o
WIEVES

Condigoes Séries de
de Fourier
Contorno




I.3. Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcao de f, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).
Derivando e substituindo na equacio diferencial obtemos

X (x)T'(t) = X" (x)T(t) + 2X' (x)T()

que pode ser reescrita como
X"(x)+2X"(x)  T'(t)
X(x) - T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de . Isto s0 € possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x)+2X"(x) Tt _a
X)) Tm ™

Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordinarias com condigdes de fronteira X(0) = X(L) = 0 que
decorrem do fato de que 0 = u(0,¢) = X(0)T(t)e 0 = u(L,t) = X(L)T(t):

X"(x) +2X'(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X(L)=0 (3.13)
T'(t) — AT(t) = 0 (3.14)



A equacao X"(x) +2X'(x) — AX(x) = 0 pode ter como solucdes,
Sed > —1: X(x) = cpel 1HVIHAx 4 grpl-1-VIFA)x,

SeA=-1: X(x) =c1re " +caxe *.

Sed < —1: X(x) =cre*sen(v/—1—Ax) +cre " cos(vv—1—Ax)).

As condigoes de fronteira X(0) = 0e X(L) = 0 implicam que (3.13) tem solucio ndo identicamente nula
somente sed < —1, mais que isso A tem que ter valores dados por

HEFIE

A=-1—— Iz n=1223,...

ou seja, o problema de valores de fronteira (3.13) tem solucao

X

X(x) =c1e *sen——, paran =1,2,3,.
Substituindo-se A = —1 — %?—2 na equacao diferencial (3.14) obtemos
2.2
T'(t) + (1+ ”Lg )T(t) = 0
que tem solucao
n2mg?

T(t) =coe e 12, paran =1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condicdes de fronteira tem solucoes fun-
damentais
niTx _ﬂf_ff

in(x,t) = X(x)T(t) = e * 'sen -



Além disso, combinacoes lineares dessas solucoes sao também solucdo

N N 2.2
nmx _nipt
u(x,t) =Y catta(x,t) = Y cae™™" sen ——e A

Vamos considerar as séries

o nwx _ninl

v ]
u(x, t) = Z up (x,t) = E cne ¥ fsen TE‘ e
n=1 n=1

Mas para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condi¢do

0

flx) =u(x,0) =e* ) _ cysen

n=1

niTx
I

Esta € a série de Fourier de senos de f(x)e*. Assim, se a funcado f : [0, L] — R é continua por partes tal
que a sua derivada f "também seja continua por partes, entao os coeficientes da série sdo dados por

2 L nx
CH_E./EI f[x}e"seanx, n=1223...

A solucao desse problema requer a solucao de integrais desse tipo.
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Problema Homogéneo Problema Homogéneo Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet C.C. de Dirichlet C.C. de Neumann
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du — mlﬁ du _ mzﬁ dh ,d%u

ot dx? ot dx2 FTE
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3.2 Barra Isolada nas Extremidades

Vamos determinar a temperatura em funcao da posicao e do tempo, u(x, ) em uma
barra isolada dos lados, de comprimento L, sendo conhecidos a distribuicdo de tem-
peratura inicial, f(x), e sabendo que as extremidades sao mantidas também isoladas,

ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

i«

L

du  ,d%u

o o
ulx,0)=f(x),0<x <L
o dul

Vamos procurar uma solu¢ao na forma de um produto de uma fung¢do de x por uma

funcao de ¢, ou seja,

u(x, t) = X(x)T(t).
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Calculando-se as derivadas parciais temos que

2
%=xwwm e%£=THFM-

Substituindo-se na equacao diferencial obtemos
X(x)T'(t) = a2 X" (x)T(1).
Dividindo-se por a*X(x )T () obtemos
X"(x) 1Tt
X(x) a2 T(t)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 € possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(x) _1T() _,
X(x) &2TH
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Obtemos entdao duas equacoes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x)—AX(x)=0, X' (0)=0, X'(L)=0 (3.6)
T'(t) —a”AT(t) =0 (3.7)

As condicoes X'(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que a barra esta isolada nas
extremidades, ou seja,

0= g—i(u,:] =X'(0)T(t) e 0= g—i{m) = X'(L)T(t).
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A equacao X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solucdes,
Se A >0: X(x) = ceVr* + e VAX.

Se A =0: X(x) =0 +oox.

SeA < 0: X(x) =cysen(v—Ax) + ¢ cos(v —Ax).
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As condicdes de fronteira X'(0) = 0e X'(L) = 0 implicam que

Se A =0:
Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X'(x) = vA(c1e¥V}* — c,e~VA¥), obtemos
que 0 = ¢ — ¢35, ou seja, ¢; = c1. Logo

X(x) = c1(e¥VA* + ¢ VAx),

Agora substituindo-se x = L e X' = 0 obtemos v/Ac (eVAL —g~VAL) Logo, se
c1 # 0, entao

0 que ndo é possivel se A = 0.

Se A =0:
Substituindo-se x = 0 e X' = 0 em X'(x) = c;, obtemos que ¢; = 0. Logo

X(x)=na.
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SE .rII. =< :
Substituindo-se x = 0e X' = 0em

X'(x) = v/—A(cq cos(v/—Ax) — cpsen(v/—Ax)),
obtemos que ¢; = 0. Logo
X(x) = cacos(v —Ax). (3.8)
Agora substituindo-se x = Le X' = 0em
X'(x) = vV/—Aczsen(vV—Ax),

obtemos

crsen(y —AL) = 0.
Logo, se c; # 0, entdo +/—AL =nm, paran =1,2,3,. ... Logo

n2me

A=z

n=1235,...
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Portanto o problema de valores de fronteira (3.6) tem solugao nao nula somente se

ntm

Lz

Substituindo-se estes valores de A em (3.8) vemos que o problema de valores de
fronteira (3.6) tem solugdes fundamentais

n=1223,...

A=0 ou A=-—

Xo=1 e Xuy(x)=cos ?, paran =1,2,3,....

e

cos(?),n =0
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Substituindo-se A = — ”i”g na equacao diferencial (3.7) obtemos
2,22
X1 .
T'(t) + 2 T(t)=0
que tem como solugdao fundamental
IIEJTEE

Tu(t) = coe 12 g paran =0,1,2,3,....



Logo o problema

tem solucoes fundamentais

MAP2320

ou 0%

ot ox2

i d

(0,0 =0, So(L1) =0

NiTx _amict

Up(x,t) = X, (x)T,(t) = cos ——¢ L2 paran =0,1,2,3,....

L

Combinacdes lineares das solugdes fundamentais sao também solucdo (verifique!),

N 2.2
. nmx _eonlxl,

u(x,t) = Y cattn(x,t) = Y _ cqcos g e L2
n=>0 '

n=I
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Mas uma solu¢ao deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condicao inicial u(x, 0) =
f(x), para uma funcdo f(x) mais geral. Vamos supor que a solucdo do problema de
valor inicial e de fronteira seja uma série da forma

o = nmx _aeninl
u(x, t) = E Cplip(x, 1) = Cy COS TE‘ iz ! (3.9)
n=>0 n=0

Para satisfazer a condicao inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

nitx

fix)=u(x,0) = iﬂc,; cos —

Esta € a série de Fourier de cossenos de f(x). Assim, pelo Corolario 2.4 na pagina

181, sea funcao f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada ' também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

L L
oy = % [n flx)dx, ¢, = %fﬂ f(x)cos ?dr, n=123... (3.10)
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Exemplo 8.5 Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente & = 1 e as extremidades também isoladas, ou seja,

i i
E(D,tj = E(ﬂlﬂ,tj =0

e tal que a temperatura inicial é dada por

B x, seD<x <20
fX)=19 40_x se20<x <40

Temos que resolver o Pl’ﬂbl@lﬂﬂ de valor inicial e de fronteira

CPu_au
dx? ot

Y ul(x,0)=f(x), 0<x <40
du i

X E{D,t} =0, —(40,t) =0

dx
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A solucao éentao

em que cy sdo os coeficientes da série de cossenos de f(x), ou seja,

1 40
0 = E/n F(x)dx = 10,

1 o a, (errode digitacao)
hn = —— [ f(x)cos L
20 Jo
[ 0 (1)
= 2 (bulfy 2 40) + 40 (f{)) 1, 40) — bu(fy 3 1,40) )
20 nf 2 20 M T 20 "It
= —— (ssens + coss) + —sens — ——5 (ssens + coss)
N 0 HT nmf2 H=TT nmf2
160
_ cos niw 80 B 80 -
n<m? 2 nimt nial

2cos LT —1— (—1)"

— 80 2 n=123...

n2m?



Entretanto alguns termos sao nulos:
Cok+1 =0

 apl2coskm—2 (—=1) -1
=80 = e

C2.21 =0

C = 40 2 = — 80
205D T 1122 (20+1)2822

Portanto a solucado é dada por

2cos 5F —1—(—1)" NITX _ nial
I.!I:I,t] = Z cos ¢~ Teow !
HE rz—1 40
n_ nlm

_ Z (— 1] 1 Dbfm:rﬂ__ivﬁ,

rz—1 20
_ Z {Eﬂ‘ + l}mr @n+1)a? |

= {EH + 1}2 20

MAP2320

Observe que a solucdo tende a v(x,t) = 10, quando ¢ tende a mais infinito, que é a

solucdo estacionaria.
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by t=10 py t=20

20+ 20+ t=80 20+

Figura 3.3 — Solucao, u(x, t), do PVIF do Exemplo 3.3 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série.
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Exercicios (respostas na pagina 321)

2.1. Considere uma barra com 40 cm de comprimento , & = 1, isolada dos lados e que estd inicialmente a
temperatura dada por u(x,0) = 3x/2,0 < x < 40 e que as extremidades estdo isoladas.

(a) Determine u(x,t).

(b) Qual a temperatura estaciondria?

Use seu script python para visualizacao a solugao em instantes sucessivos.



Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
homogéneas

uix,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

/

/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

nao-homogéneas
07U du 2 d*u
dx2 ot ox?

Problema Homogéneo
C.C. de Mistas

du 0%

— = X

at dx?
u(x,0)=f(x), 0<x=<1L

i
0,y =0 —(L,t) =0
u(0,4) =0, =(L,1)

u(x,0)=f(x), 0 <x<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;
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/

Problema Homogéneo
C.C. de Neumann
homogéneas

u(x,0)=f(x), 0<x <L

dh _ du .
E{D,t_l =0, E””H =0

Problema Nao-Homogéneo

i

a "

+ g(x)

u(x,0)=f(x), 0 <x=<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;



Recapitulando... MAP2320
INFORMAC()ES GERAIS

Devido a impossibilidade de atividades presenciais a avaliacao
do curso sera composta por 3 trabalhos que combinarao a parte
tedrica e a implementacdao computacional.

A linguagem de programacao dos trabalhos sera Python.
As datas de entrega serao definidas oportunamente.

O critério de aprovacdao é a média aritmética dos trabalhos,
todos com peso igual.
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Os enunciados dos trabalhos serao entregues nos dias:

T1-21/10

T2 -18/11

T3 -14/12

Precisamos decidir como vocés preferem gque seja marcada a entrega.
Datas distintas para cada trabalho — com correcao subsequente

Data final para todos — com correcao apenas apds todos os prazos de entrega
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