EQUACOES DIFERENCIAIS DE 2 ORDEM LINEARES2

1. COEFICIENTES NAO NECESSARIAMENTE CONSTANTES

1.1. Equacoes homogéneas, uso de uma solucao para en-
contrar outra. No caso das equacoes com coeficientes nao con-
stantes e homogena.

(1) y' +p(z)y +q(z)y =0,

sendo p, ¢ fungoes reais e continuas definidas em um intervalo I C
R, nao dispomos de um método geral para determinar as solucoes.
Entetanto, se uma solucao v, for conhecida, podemos usar o método
da variacao das constantes para determinar outra solucao na
forma yo = vy;.

Calculando, obtemos:

Y2 = VY1
Yo = VY1 + VY
vy ="+ 20'y) + vy{

Substituindo na equacao diferencial e lembrando que y; € solucao,
obtemos:

Date: September 30, 2020.



2 EQUACOES DIFERENCIAIS DE 2 ORDEM LINEARES2

y1v" 4+ (2y; + py)v' + (yi/ + oy + +qy)v =0 &
y10" 4+ (2y; + pyr)v' =0 &

,U// /
— = —2— —p &
v Y1

d d
dxlog\vr——x<—2log|ylr>—/p<:>

Precisamos de apenas uma solucao, portanto basta tomar v/ =
y—lze_f P sendo [ p uma primitiva qualquer de p.
1

Exemplo 1. 2%y + 2y —y = 0.

E facil verificar que y = x é solucao.
Outra solucao é dada entao por y = v(a:)a:, sendo
v — %e—f%dx _ 2 e~ loglz|+C
X Xz
1

=C ’1‘ ~5, € podemos escolher
v = 5,V = a% obtendo uma segunda solucao:

1 1

[

A solugao geral da equacao é dada por :

1
y(az) = Clx+C’1 . 5
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1.2. Equacao nao homogénea, método da variacao dos
parametros. Consideremos agora a equacao nao homogena.

(2) v+ o)y +q(@)y = g(2),
Supondo conhecidas duas solucoes y; e y» da equacao homogenea
associada ([1)) podemos, em principio encontrar uma solucao particu-

lar da equacao da forma:

Yp = 01(x) - Y1 + v2(2) - Yo
. Derivando, obtemos

l P—

Yp
Agora, observando que precisamos encontrar apenas um par de fungoes

v1, V9, adicionamos uma condicao suplementar para evitar derivadas
segundas em vy € vo:

ViYL + viyi! + Uy - Yo + Vs - Y.

(3) Vit + vays = 0,

de onde:

/ /
Yp = v1y1/ + +02 - Y.
Derivando novamente:

Yy = Viyy + vy] -y + oy - Y.

Da equacao obtemos, lembrando que 41 e Yy, sao solugoes:
(4) Yy +p(@)y, + @)y, = viyi/ + vy - yh = g().
De (@B)) e (), temos os sistema de equagoes para v] e v}.

y1v] + yovh = 0
Y11+ ypvy = g(x).
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Ou, na forma matricial:

Pela regra de Cramer:

|Oy2

o = 9 Y| _ —gy
W |44
i

gLy gl_ gy

2 W W7

sendo
Y1 Y2
W =Wy, yo| =
Y1, o) ‘ TARTA |
o Wronskiano do par de solucoes y1, 4.
Exemplo 2. Encontrar uma solucao particular da equacao :
y' =2y +y = 2.

Este o mesmo problema resolvido anteriormente usando exemplo
do método dos coeficientes a determinar. Como vimos la, um par de
solucoes da equacao homogenea associada ¢é:

Y1 = €e¥ e yp = ze’.

X

W[yhyQ] = | (:x)/ ex:j_exex
Portanto, obtemos:

_— . Jj _—
Ull — 2:2;36 — —25626 :E)

T
= e,

oL
vh = 2 = 2ze

—T
Integrando (por partes),
V] = 22%e " + dxe "t 4+ de 7",

vy = —2xe ¥ — 2e 7.
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Portanto

Yy, = (227" + dwe™" + de”")e" — (2we" + 2e” " )ze” = 22 + 4.
O método pode ser estendido para equacoes de ordem maior.
5) |
Y™ a1 (2)y" Y + a0 (2)y" Y+ ag(@)y 4+ ar(2)y = g(x).

Procedendo como antes, se y1,v2, - - , Yn—_1, Yn, Sa0 1 solugoes L.I da
equacao homogenea associada, obtemos um sistema do tipo:

n—2)

0]+ oth e Y10+ Y, ~ 0
VIV + Yt + -y U+ Y, =0
< :
n—2 n—2 n—2 n—2
y% 1;711 + y% 1§vé +oeet y%_lliv;_l + yv% 1; p =0
iy ey e e, = g(a)
para as n fungoes vy (x), vo(x), - -, v,(x)

Exemplo 3. Encontrar uma solucao particular da equacao :
"

y" + 1y =secu.
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