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Espaco de Estados: Motivacdo

istemas dindmicos complexos (MIMO, Multivaridveis)
exigem em geral ED ndo-lineares de ordem elevada para sua
descrigdo, cujas solugoes sdo raras e dificeis analitica e
mesmo numericamente.

* Mesmo para sistemas lineares de ordem elevada e SISO como
os descritos pela EDO:

g,n) + algln_l) + a-,

;”‘2) + et a, oV + a1y + ayy(t) =u(t)

y(t)




e A EDO anterior de ordem elevada é matematicamente
conveniente para descrever o sistema

* No entanto, praticamente ela é ruim no caso numérico
porque derivadas sucessivas da varidvel amplificam os
ruidos (imprecisdo numeérica):

e Quanto maior a ordem mais ruido = mais imprecisa a solugdo!

® Uma solugdo para este problema é a utiliza¢do do Espaco
de Estados (EE), onde a equagdo diferencial de ordem n
é transformada num sistema de n-equagoées diferenciais de
primeira ordem:



aco de Estados

* Espaco de Estado (E.E.):

I’4 o . ~ .
E o espago de dimensdo n, com n eixos coordenados,
cada um deles associados a uma variavel de estado.

Qualquer vetor x(t) é representado por um ponto no
E.E.

— variando t, o vetor de estados descreve uma
trajetoria neste espago, chamada de:

trajetoria de estado.”



P R

Trajetoria de Estados

A

x(tf)
x(to




w fados % —

o Fstado de um sistema dindmico:

‘£ o menor conjunto de varidveis de estado cujo
conhecimento no instante t=to, juntamente com o
conhecimento da entrada wu(t) para t=to, determina
completamente o comportamento do sistema para qualquer
instante t=to’”.

® Varidveis de estado: podem ndo ter significado fisico.
® Vetor de estados:
“E o vetor das variaveis de estado:
x(t)=1x, X, X;.eeene. x|t

Este vetor ndo é unico, mas determina univocamente o
estado do sistema x(t) para qualquer t=to, conhecidos x(t) e o
vetor de entradas u(t=to).
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%@go de nti

e Sistemas nao lineares

{X:f(xl’X2""Xn’u11u2’---ur1t) €& dinamica

y=9(X1,Xz----Xn,Ul,Uz,---Ur,t) &—— observagdo (medida)
—_— | '
X u

- Sistemas lineares (variantes no tempo)
X=A({)X+B(t)u <€— dinamica
{y =C(t)Xx+D(t)u e— observagio (medida)
* Sistemas lineares (Invariante no tempo) = SLIT
X=AX+Bu <€— dinamica
{y —Cx+Du €&— observagio (medida)



Espacc continuacdo

X=Ax+Bu
y=Cx+Du

x'=[x, x, x;....x,] =vetor de Estados

y'=[x; x; x...x,,] = vetor de saidas—> parte medida ou
observada de x

u'=[u, u, u,..u]=vetordeentradas
A [n,n] = Matriz de estados ou matriz da planta do sistema

B [n,r}= Matriz de entradas (eventualmente entrada de
controle)

C [m,n/= Matriz de saidas = v.e. medidas por sensores ou que
se quer conhecer.

D [m,r|= Matriz de alimentag¢do direta



Linearizacao

g
(.
X, = T, (X, X,...x, U, U,,.. U, 1)

X, = f,(X, Xy....X , Uy, Uy,enU L 1)

X, = f (X, X...X , U, U,,..U. 1)

.

Saidas:
yl — gl(xl’ X2....Xn,U1,U2,---Ur1t)

Yo = gz(Xu X2,...Xn,U1,U2,.--Ur,t)

Y = 90 (X, X5 X, U, Uy, U T)



X' (t) =[x () X, (t)........ x. ()]

Y O={y) Vo) ey (t)]

u' (t) =[u, (t) u,()........ u, (t)]

f(x,u,t) =|:

g(x,u,t) =|:

f (X, X500 X, U, Uy, U, T)
fo (X, X,.. X, Ug, Uy,. U, T)

| fL (%, X X, U, Uy UL ) |

[ g, (X, X5....X, Uy, Uy,...U ) ]
d, (X, X5.... X, Uy, Uy,.U, 1)

| O (X5 X500 X, Uy, Uy U, T)
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‘Expansao em-serie“de-laylor—

Duas variaveis : X e U.

Funcdo linearizadaaoredorde: x e u

f(x,u)zf(f,a)+g—§‘(x—f)+j—£ (u—1) +
o [62f ‘( X — %)+ (u—_)2+2— (x—x%)(u— u)] ........




Linearizacdo - Matrizes Jacobiana
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LinearizagcGo - Matrizes Jacobianas
gt

A=[n,n] B=|n,r|

C =|m,n] D =[m,r]




| co de Estados (conti Duﬁ/

Exemplo:

e et
X =Ax + Bu
<
y=Cx+Du

Modelo
., K u
X, Ml(X1_X2)_ Ml
u,
(=)=

—3 4
X3 X4



Espaco continuacao




Espaco de Estados (continuacdo) _—

/
—K u . :
K+ — (X —X%,)=—2 DSeja: Xy =x3 e Xp,=Xx
1 1 2 NV 1 3 2 4
Ml 1
. u = | X X X T
2 MZ
. T
X:[X1 X, X Xz] 4 K
xlsz:+M +M (XZ_xl)
1
oo Ur
_ i Xo= X4 =+—"—1+—X1 — X
x=[x, X, X X] 2= X4 ~+ 5 (1 = x2)
%y 0 0 1 0][x 8 g_
X | o 0 0 1flx| | 1~ [ull
X'B a _K/Ml K/Ml 0 0 x3 ﬁ 1 uz
%, |K/M, —K/M, 0 0][Xa 01 A

E supondo que queremos conhecer ( ou s6 podemos medir) apenas a posicao dos blocos:

v=lal=lo 1 o o[
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Espaco de Estados (continuagao)

/ _\ — —_
- 0 0 10 0 0
0 0 0 1 0 0
K K 1
M, M, M,
R g0 0 i
M, M, ] M, |
1 0 0 0
C =
0100

Alternativa : definir o movimento do sistema pelo movimento do
centro de massa: = V] X, + M X, M X, + M X,
X=X, = =
M, + M, M
E a diferenca: O = X, — X,

17



Espaco de Estados.(continuagdo)—

\\
/
)-_(- B U, +Uu,
M
. U U
O=—mi-0+ I\/Il — M2
1 2
E definindo:




—

/ ,,,,,
Exercicio 1 : para casa: Para o novo vetor de estados
a) mostre que:

0 0 1 0
o 0 0 1
A=10 0 0 0 B =

0 -_M 4

n MlMZ _
1'\&200
C -

1 Mg g

I M ]

‘HZ‘H

<



Modelo de passageiro sentado em carro-

\\\

/

A ISO adotou um modelo para estudar, por simulacao, as
caracteristicas de conforto de uma pessoa sentada em um veiculo

da seguinte forma:

B,=10

M,=3,2

Cabeca M =1,2
% K1=O,3% J_ B=0,8
K,=8
Tronco
Braco Superior M,=14

K,=3 % i =

Tronco Inferior | 5, 4
4

T F(t)



Modelo de passageiro sentado em carro

Diagramas de corpo livre

Bz(Xz_Xl) Kz (XZ_XI)
A A

Bl(X3_X1) I<1(X3_X1)

T T K,(x,- B, (x,- K,(x,x;)  B,(x,x;)
x3) x;) r Braco
— Cabeca
XZ

—t Tronco — Tronco

X Superior Inferior
X X4
I<2(X2._Xl) BZ(XZ-XI) . F(t)

Bl(X3_X1) I<1(X3_X1)
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Modelo de passageirosentado em carro
/ . e
Equacoes de Movimento

=

M, %1=K;(x3 — x1)+B;(x3 — x1)+K5 (x5 — x1)+B5(x; — x1)
Myi,=—K5(x; — x1)— Ba(x; — %)

M3X; = —Kq (x5 — x1)—B1(x3 — x1)+K3(x4 — x3)+B3(x4 — X3)
Myiy = F(t) — K3 (x4 — x3)—B3 (x4 — x3)

Definindoovetor X = [x; X, X3 X4 |

as equacoes acima podem ser escritas como:

22



~Modelo de passageiro sentado em carro

[M]X + [C]X + [K]X = F(¢t)

"M; 0 0 0
0 M, 0 O
0 0 M; 0

0 0 0 M,

¢ a matriz de massa;

B,+B;, -B, —B, 0

3 —B, B, 0 0
[C]= —B, 0 B;+B; —Bj
0 0 —B5 B; |

é a matriz de amortecimento



~Modelo de passageiro sentado.em carro

K, +K, —-K, —K; 0
_ —K> K, 0 0 , : ..
K]l=]_ K, 0 K.+K, —K, é a matriz de rigidez
0 0 —K; K

A representacdo (M, C, K) é basica no Método dos Elementos Finitos
e seus assemelhados (Volumes Finitos, CFD, etc).

Para passar da representacdo (M, C, K) para Espaco de Estados,
defina um vetor estendido y:

y=1[x XI

24



)Aodelo de passageiro sentado em carro

y = Ay + Bu onde:

A= [M‘Oll( M—Ilc]

o=

u = F(t)



/Tr ansformacéestineares (IL)—

o Ndo alteram caracteristicas do sistema:
 Se é estdavel, permanece estdavel sob uma TL.
* Mesmos polos (autovalores)

( X=Ax+Bu

{ y=CX

seja:x=7Tz

Tz= ATz +Bu (1)

y=CTz

multiplicar (1) por T aesquerda:

2=T"ATz+T'Bu

y=CTz

e definindo : TAT =A; T 'B=I;CT =6

Z=Az+Tu

o

\

26



Espaco de Estados: forma candnica controlavel

mita um sistema SISO descrito pela EDO abaixo:

() | a; ™D +a,0D oY + @ponY + @y () =u(t)

y

y(t)

u(t

O sistema pode ser colocado na forma do E.E. com as seguintes mudancas de variaveis:
[S—

)', — xl x1 = xz
Yy =X _
y = x3 X2 = X3
| ' X3 = X4
(n-1) _ .
= xn.—l = Xn

Xp = —Q1Xp — QpXp_q — " e e —Ap_3X3 — Ap_1Xp — ApXq U *7



Espaco de Estados: forma candnica controlavel

X =AX+Bu
y=Cx+Du
xl [ O 1 O eee 0 - xl 0
X5 0 0 1 0[] xo 0
{0 0 0 1 . )
| 5 0 T
il 0 0 0 1 [[*n-1 0
Xn —an —Adp—1 An—2 —a, —adt *n 1
X1 0
X2 0
y=[1 0 00 0 Q- --e ol| " o
Xn-1 0
Xn 0

28



Espaco de Estados: forma canénica observavel

m sistema SISO descrito pela EDO abaixo:
VA a D et gy + any () = by D 4+ byt + buu(t)

(n) —a, (0D + by (D) o — Y+ bn_lu — a,y(t) + byu(t)
|

(m)

X1
O sistema pode ser colocado na forma do E.E. com as seguintes mudancas de variaveis:
Xn = —a,y + b,u

Xp—1 = —An_1Y(t) + bp_qu(t)+ x,

Xy = —ayy(t) + byu(t) + x;3
X1 = —a;y(t) + byu(®) + x,

;n) _ (n) >y=x .



Espaco de Estados: forma candnica observavel

X=AxX+Bu
< y =Cx+ Du
\
X1 —a; 1 0 coc (e 5% b,
Xo —a, 0 1 01l x5 b,
_|—a; 0 O -0 5
. : : 0 aal I
Xn-1 —an—1 0 0 - 1||*n-1 bn—l
Xn —-a, 0 O 0 .. 0JL Xn | b,
X1 0
X2 0
y = [1 O 0 O O Q-ecveeees ()] : + u
Xn—-1 0
Xn 0

30



.E. si 70 NUMEric
: X=AX+Bu

y =Cx+ Du
\

u= entrada
y =saida

>Y

31
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Simulacoes (Matlab, Scilab)

e Scilab: Comandos csim:

sl=syslin('c',A,B,C,D)

[V[,x]]=csim(u,t,sl,[x0[,tol]])

e Matlab
step(A,B,C,D)
impulse(A,B,C,D)

<

(

\

E.E. si ao numerica: _—

X=AxX+Bu
y =Cx+ Du

u = entrada




olocar no EE:
Ex.2)

Ex. Modelagem de Suspenséo de 1/4 de carro

Hipoteses: Elementos puros, lineares.

Admitir que as saidas sejam o deslocamento
do chassi e a velocidade da massa ndo suspensa
e que a entrada seja o deslocamento z(t)

33



/

= U — )r
2
7
Ex. 3 ;
Carreta sem massa [/ k u = forca y=> deslocamento
\j W . Hipotese: 3.1) admitir que a
— 8 massa da carreta é
L I4 Y
2 b O desprezivel frente a massa
L7 777 77 m- do bloco.
3.2) admitir que a massa da
ST 7T 77T 77T T T TTTITIT7 T 7 ~ o
carreta ndo seja
desprezivel.
4a) grandes movimentos
4b) pequenos movimentos:
(linearizagdo)
Ex. 4 (6= inclinagdo do chassi)

34



Ex. 5

SRR

35



Ex.

SUSPENSAO MAGNETICA DE UMA ESFERA

{0

NN —
R L v(t)
. Fontede
i(t) Tensdo
Obter as EE na forma nao linear
Esfera e linear
Admitindo com entrada a tensdo
V(t) e como
x(T) saida



(g}

fnput T.{1

O mecanismo de pinhdo-cremalheira é um
modelo fisico do acionador de uma maquina-
ferramenta. O disco de inércia Jm, representa a
inércia de um motor de corrente continua
controlado por uma fonte de tensdo ideal Va(t)
na armadura, produzindo o torque Ti(t)
(ilustrado) que é aplicado ao conjunto. O
motor CC, ndo totalmente ilustrado na figura,
tem indutancia de armadura L, e resisténcia do
circuito da armadura R, sendo o atrito interno
Bm (ilustrado).

Ex. 7 e

O eixo que liga o motor ao pinhdo é
longo e flexivel, e sua rigidez é
modelavel por um torque ndo linear
dado por Ty =2/0:-6,](0:-65)},
porém sua inércia é desprezivel. A
velocidade angular no eixo do motor
associada ao deslocamento 0, € 2, e
no pinhdo é (), associada ao
deslocamento 0,. A forca de atrito
(NLD) entre o carro m e a carcaca
fixa ¢é ndo-linear e dada por
Fat=2v,3(t), onde wv;(t) ¢é a
velocidade da cremalheira. O carro
ainda estd sujeito a uma forca de
mola de rigidez k. a) Obtenha as
equacoes dindmicas do sistema b)
Linearize as equacdes. c¢) Coloque

no EE
37



Quadro interno.__ |

J

il

Carcacga

Os giroscopios sdo usados em veiculos
espaciais, avides, navios e submarinos
para fazer navegacdo inercial. O
giroscopio ilustrado na figura €é um
girbmetro cujo movimento angular do
quadro interno é restringido por meio
das molas ilustradas de rigidez K.
Admita ainda que ha atrito viscoso com
coeficiente de amortecimento B nos
mancais. Como sabemos, uma
velocidade angular ao redor do eixo z faz
o rotor precessar ao redor do eixo x.

Mola

Ex. 8

Assim, a entrada deste sistema €é uma
velocidade angular ao redor de z e a saida
é um deslocamento angular ao redor de x.
Como o quadro externo é solidario ao
veiculo, o deslocamento angular em
torno do eixo x é uma medida da
velocidade angular do veiculo ao redor do
eixo vertical z. a) Modele o girbmetro,
admitindo que o momento angular do
girometro ao redor de x seja conhecido e
igual a Jx; b) Determine o modelo
matematico no EE. 38



