MATO0315 - Introdugao a Analise - 2020

Gabarito dos Exercicios da Semana do dia 14.09.20 - Lista 1
Ao estudar, é importante que vocé saiba o por qué de cada passagem. Em particular, certifique-se

que voceé sabe justificar cada uma das passagens assinaladas com *:

Exercicio 1(a)(ii) Dé a representacdo decimal infinita e periédica do nimero 5, destacando a

parte periddica.

Solu¢ao. Quando fazemos a divisao de 1 por 21, obtemos a sequéncia de restos:
10,16,13,4,19,1,10,16,13,4, ...

Ou seja, a partir do momento em que chegamos no resto 10, repetimos o mesmo processo de dividir
10 por 21. Entao a parte periédica do niimero sao os quocientes que correspondem, respectivamente,

a 10,16, 13,4, 19,1 na divisao, ou seja, é 047619. Portanto, temos que

Exercicio 1(b)(iii) Obtenha o ntimero racional 2 cuja representagao na forma decimal ¢ 0,121267.

Solugao. Seja x = 0,121267. A ideia é multiplicar x por poténcias de 10 oportunas de forma a

“cortar” a parte periddica. De fato, temos que:

\1‘

1052 = 121267,126

\]

102z = 12,126
7,

= (10° — 10%)z = 121267,1267 — 12,1267 = 121255
121255 121255

s 1000000 — 100~ 999900

Exercicio 4(a) Se p é um nimero primo qualquer entdo nao existe nimero racional r tal que
r? = p.
Solugdo 1. Suponha, por absurdo, que exista r = 3 € Q tal que r? = p. Podemos supor, sem perda

de generalidade, que a,b € N, ou seja, que r > 0. Temos:

an 2
r=p < <5> =p <= a’® = pb?

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, os niimeros a e b podem ser escritos, de modo tnico a
menos da ordem, como produto de primos, digamos a = ayas --- a,, € b = by by - - by, sendo cada

a; e cada b; um ndmero primo.



Substituindo na igualdade anterior, obtemos (aj as -+ amn)? = p(by by - -+ b,)?, ou seja,

2 2 2 7272 2
ayag - Gy, =pbyby -+ by

Essa igualdade é impossivel pois o nimero escrito a esquerda ¢ um produto de primos em que a
quantidade fatores iguais a p ou é 0 ou é par (caso alguns dos a; sejam iguais a p). Entretanto, no
lado direito, a quantidade de fatores iguais a p é impar. A unicidade da fatoracao garantida pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, garante que nao pode existir um nimero com duas fatoragoes
em primos distintas.

Sendo assim, concluimos que nao existe 7 racional tal que 2 = p.

O

Solugdo 2. Se m e n sao inteiros, denotamos m|n se m divide n, isto é, m é um divisor de n. Com
isso em maos, suponha, por absurdo , que existe um racional 7 tal que > = p. Escrevemos r como
a

uma fracao irredutivel, isto é r = § com mdc (a,b) = 1 (podemos fazer isso porque, dada qualquer

fragado, obtemos uma fragao irredutivel ao dividir o numerador e o denominador por seu mdc).

Temos entao que ($)* = g—; = p, donde sai que:

a® = pb? (1)

De temos que pla®. Como p é primo, segue que p|a *, entdo podemos escrever a = pk para
algum k inteiro. Substituindo em , obtemos:

pb* = (pk)* = p*k?
= b? = pk?,

(2)

donde segue que p|b>. Do mesmo argumento acima, concluimos que p|b, e escrevemos b = pq para
algum ¢ inteiro. Logo, temos que p é um primo que divide tanto a quanto b. Mas mdc (a,b) = 1 por

hipétese! Chegamos num absurdo. Portanto, nao pode existir um racional r tal que 7% = p.

Exercicio 5(b) Prove que nao existe um nimero racional r tal que r* = 2.

Solugao 1. A demonstracao a seguir é andloga a solugao 1 apresentada no exercicio anterior.
Suponhamos, por absurdo, que exista r € Q tal que 7 = 2. Vamos supor r = 7 tais que a,b € N.

Assim, 3 =2 <= a3 = 2b®. Sejam a = ajas --- @y, € b = by by --- b, as decomposicoes de a e b

em fatores primos.

Substituindo em a® = 2b3, obteremos

3.3 3 _ 313 3
a/la2"'am—2b1b2"'bn



O numero acima apresenta duas decomposicoes em fatores primos distintas. De fato, a quantidade
de fatores primos iguais a 2, no lado esquerdo ou ¢ 0 ou é um multiplo de 3, caso alguns dos primos
a; for igual a 2. No lado direito da igualdade, a quantidade de fatores iguais a 2 é 1, ou 4, ou 7, etc.
(é da forma 3K + 1 para algum natural K). Isso contradiz a unicidade da decomposigao em fatores

primos garantida pelo Teorema Fundamental da Aritmética.

O

Solugdo 2. Vamos usar argumentos muito semelhantes aos da solugao 2 do exercicio 4(a), observando

a

o fato de que 2 é primo. Suponhamos novamente que r = ¢ com mdc (a,b) = 1. Temos:

3
(%) — 2= P =2

i tem ue 2|a’ m & prim a *. revemos a = ubstituindo:
Dai temos que 2|a®, e como 2 é 0, 2|la *. Escrevemos 2k, e, substituindo

23k% = 203
= b = 4k3
Como 2|4 e 4]b3, vale que 2|b. 2 é primo, entao 2|b, e novamente chegamos ao absurdo de que

existe um primo que divide tanto a quanto b, contradizendo mdc (a,b) = 1.

O

Exercicio 6(b) Prove, usando o Principio da Indugao, que vale a desigualdade 2" < n! para todo
n = 4.

Solugao.
1. Caso base (n =4):

Verificamos que 2* = 16 e 4! = 24. Entao, de fato, 2* < 4!.

2. Passo indutivo:

Hipétese de Inducao (HI): Dado k > 4, suponha que 2% < k!

Queremos mostrar que, se temos a (HI), entdo vale que 2¥* < (k + 1)!.

Temos que, se k > 4, entdo 2 < k + 1. Usando a (HI) e multiplicando membro a membro *,

obtemos:
228 <2kl < (k+1)k!

= 2M1 < (k+1)!
Com isso, provamos o passo indutivo, ou seja, que para k > 4, vale a implicacio 2% < k! =

28 < (K + 1),

De (1) e (2) podemos concluir que 2" < (n + 1)! para todo n > 4.



Exercicio 6(c) Prove, usando o Principio da Indugao, que, para r # 0 fixado:

1— Tn-i—l

Ltr+r2 440" T

, para todo n € N.
Solugao.

1. Caso base (n=1):

Temos: -
1— 1—7r)(1
r :( r)( +T):1+r
1—r 1—7r

Assim, verfiicamos o caso base.

2. Passo indutivo:
1— ’l“k+1

Hipétese de Indugao (HI): Dado k > 0, suponha que 1+ 7 + 72 + - + 7k 1
—r

1 — p1)+1

Precisamos agora mostrar que, admitindo (HI), vale 147+ 12+ + 7k 4 pFtl = 1
-7

De fato:

1 — phtl 1 — kL okl k2 ] (kD
(1+T+T2+"'+Tk)+rk+1(£)—r K+l _ i 4 r -

1—7r 1—r 1—r

1= (1—p)(1
De (1) e (2) podemos concluir que vale 1 A ( 1r)( +r) =1+ r para todo n € N.




