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Exemplos e aplicacdes

Neste aula veremos alguns exemplos e aplica¢des de equacdes diferenciais lineares.

Pretendemos discutir alguns processos de modelagem.

Vamos calcular matrizes de transi¢@o associadas a tais modelos.

Usaremos a férmula da variagdo das constantes nos casos ndo homogéneos?.
Analisaremos o comportamento das solug¢do quando pertinente.

Finalmente usaremos o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular e”.

2Que sdo aplicados a sistemas com controle.
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Exemplos e aplicacdes

Segunda lei de Newton

Seja x(t) a posi¢ao de um corpo num instante # sujeito a uma forca f dada por

0 t€n,n)
fy=9 f telnn]
0 t€t>n

para alguma constante f, > 0. Se o corpo possui massa m, entdo temos

mi(t) = f(t)

o x ¢ asaida do sistema e f pode ser visto como controle.

Se x1(t) = x(t) e x2(¢t) = x(r) obtemos o seguinte sistema de controle
)'61 _ 0 1 X1 0
(2)-(o0)(2)+ ()
— X1 '
x=(10) ( o )

3=
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Exemplos e aplicacdes

A matriz de transi¢ao do sistema jé foi calculada e é
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(1) ) = 0. Aplicando a férmula da variacdo das constantes obtemos

jéque( 8
() =Co ™) )+ L (o 37 ) (8 Yo
)

[ x) + (= t0)xa(10) + 7 5 19— s) ds
B x2(t0) + ft IO ds

que nos dd como saida

x(1) = x(t0) + (¢t — 10)x(t0) + /t%(t — 5) ds.

fo
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Exemplos e aplicacdes

Efeito do termo forgante f

Agora usamos a expressdo de f para calcularmos

F()= - / F(5) (e — 5) ds.

@ Set € [t, 1) temos f(r) =0 = F(r) = 0.

@ Suponha agora r € [t1, 1), entdo

F(r)

L[ 0a-9ds+ 3 [ -
— 0(r—s ds—i——/fo t—s)ds
mJ, mJ,

t 2 ¢
%/tl(t—s)ds:% {t(t—tl)—%[l}

2 2
o e =5 = R [ -]

set € [t,t).
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Exemplos e aplicacdes

o Finalmente, se t > t, temos

1 1 15) 1 i3

/ O(t—s)ds—i——/ fo(t—s)ds—i-—/O(t—s)ds
o mJy mJ,
(5]

FO) = o
= %/ (t—s)ds

21 2 2
= %{t(m—n)—%tl] zg{t(m—n)—hzt‘}
B %(h;tl) 2t—(+n) se t>n.
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Exemplos e aplicacdes

Saida do sistema

Assim obtemos

x(t) = x(to) + (t — t0)x(t0) + F(1)

0 t € [to,11)
Fity={ L@-n) 1€ [n,n)
hloet) s —(+1)] t€t>n ]
5.
x(t)
f(t)
0.‘5 110 1.5 210 2.‘5 310

Figura:fy =m=1t =1,10 = 2. x(0) = 0e x(0) = 1.

marcone @ime.usp.br Técnicas em Teoria de Controle




Exemplos e aplicacdes

* O que podemos dizer sobre a saida do sistema para ¢ grande?

|
2]
7]

Saida do sistema

Sabemos que
x(1) = x(t0) + (£ — t0)X(t0) + F(r)

0 t € [to,11)
F(y=4 £@-n) t€n,n]
fﬁ(’?;ztl)[Zt—(Zz+t1)] teEt>n

Assumindo que as constantes dadas sdo positivas temos que

Jim x() = Jim ) + (- 0)i(0) + F(0)]
= Jm o) + (1~ w)()] + lim RS0 b, g

= +oo.
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Exemplos e aplicacdes

Molas em série

A equagio do sistema mecanico ao lado é —y — X
mjé + kgx =F kl kz

onde m € a massa do corpo, F' uma forga
externa e a constante eldstica é dada por

Figura: Duas molas em série.

4

Com efeito, para molas em série, a for¢a aplicada em cada uma ¢ a mesma. Logo
F=ky e F=hk(x-y).
Substituindo y da primeira equagdo na segunda obtemos

— F k2 —

F_ kk 1

x ki +hk _klfl-i-é
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Exemplos e aplicacdes

Utilizando as varidveis de estado x; () = x(¢) e x2(#) = x(¢) sabemos que
@ O sistema de controle é
P ( ) F

(5 )=(om 0)(2)
x()=(1 0) <"1>

HIENS

@ A matriz de transicio é

B(t, 1) = ( cos(v/ke/m(t — 10)) \/kle% sin(y/ke/m(t — 1)) ) |

Vke/msin(\/ke/m(t — 1)) cos(y/ke/m(t — 1))

Vamos determinar agora a saida do sistema.
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Exemplos e aplicacdes

Seja b = y/k./m. Aplicando a férmula da variagdo das constantes obtemos
x() \ cos(b(t — 1)) Lsin(b(t — 1)) x1(f)
< x2(1) > - ( —bsin(b(t —19))  cos(b(t — 19)) ) ( x2(to) )
! cos(b(t —s))  3sin(b(r—s)) 0 \ds
(o sty ) (1) Fo

_ < cos(b(t — to))x1 (to) + 3 sin(b(t — o) x2(t0) + [ ECL sin(b(r — 5)) ds )

—bsin(b(r — 10))x1(t0) + cos(b(t — 10))x2(10) + f’ P& cos(b(t — s)) ds

que nos dd como saida

x(t) = cos(b(t — 10))x1(t0) + %sin(b(t—to))xz(topr / ’ igz) Sl
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Exemplos e aplicacdes

Efeito do termo forgante F'

Agora suponha que F seja dado por

_ Fo t€[07t1]
F(t)_{ 0 ret>n

para alguma constante Fy > 0 e calcule

) = /0 t % il — o))

Ser e [0,1]

fo = %/Otsin(b(tfs))dSZEW‘

m mb 0

= %(1 — cos(bt))
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Exemplos e aplicacdes

Por outro lado se t > 1,

f@o = m(— sin(b(t — 5)) ds
Fism z—s))ds—l—/tl[mibsin(b(t—s))ds
o cos(b(t —s))

/
- [

= b2 [cos(b(t — t1)) — cos(bt)]

I

0
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Exemplos e aplicacdes

Saida do sistema

Como b = +/k./m obtemos que

x(1) = cos(v/ke/m(t — 10))x(t0) + \/k;w sin(v/ke/m(t — t0))x(t0) + £ (¢)

com

e

) = { (Fo/ke)(1 — cos(tr/ke/m))

(Fo/ke) [cos(\/k/m(t—tl —cos(t\/ke/m)] tet>n

t€[0,4]

Figura: Fy = ke =m =1, = 1,x(0) = 0e x(0) =
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Célculo de &4

Em seguida utilizamos o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular a exponencial
de matrizes. Abaixo segue seu enunciado. Sua prova pode ser vista em

Teorema de Cayley-Hamilton

Sejam A € R"" e [ € R"*" a matriz identidade. Considere agora
pa(N) = det(A — M) = ap + au A + ... + a\"

o polinémio caracteristico da matriz A. Entdo

pa(A) = aol + 1A + ... + a,A" = 0.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton_theorem

Célculo de &4

Funcdes matriciais

Se f € uma fung¢@o analitica podemos escrever-la como uma série

Queremos determinar f(A) para A € R"*".

Seja pa(x) o polindmio caracteristico de A. Se dividimos f por pa obtemos
F(x) = q()pa(x) + r(x)
para algum polindmio quociente g e resto r com grau de r estritamente menor que n
r(x) =co+ecx+ ...+ o X
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos p4(A) = 0. Logo
f(A) = q(A)pa(A) + r(A) = r(A).

Assim nosso problema se reduz a determinar o resto r.
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Célculo de &4

Para encontrarmos r usamos os autovalores ); de A. Como p,(\;) = 0 temos
F) = apa(Xi) +r(X)

(M)

= C0+C1)\,‘+...+Cn_1)\i"_l (*)

para cada autovalor ;.

Assim se A possui n autovalores distintos podemos determinar os coeficiente ¢ com
0 < k < n — 1resolvendo o sistema linear n x n dado pelas equacdes (*). Logo

n—1
fA) =D aal.
k=0
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Célculo de &4

Quando alguns autovalores nao sao distintos, ie., quando A\; = \; para algum i # j,
duas ou mais equagdes sdo idénticas e o sistema ndo possui solugio tinica. Nesse
caso, se A\; € um autovalor de multiplicidade m > 1, entdo as m — 1 derivadas de pa
se anulam em )\; produzindo outras m — 1 equagdes linearmente independentes

R =P 1<k<m-—1

79N = L (gpa) + ()

Tk

que combinada com as demais equacdes nos da um sistema linear com solugéo
tnica. Isso nos garantindo que as constantes ¢, sejam determinadas.

* Em particular, se f(x) = €™, entdo existem fungdes cx(¢) tais que

n—1
M= ch(t)Ak.
k=0
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Célculo de &4

1

SejaA = ( 3 ) > Calcule f(A) = ¢* para qualquer ¢ € R.

Como A € uma matriz triangular vemos facilmente que 3 e 2 sdo os autovalores de A
que nos dé pa(x) = (x — 3)(x — 2). Encontramos r(x) = co + ¢1x resolvendo

fB)=r3) e f(2)=r@2)

ie.
3t 2t
e =co+3c1 e e =co+ 2
que nos da
2t 3t 3t 2t
co = 3e” — 2e e cr=e¢e —e .
Assim

M =r(A) = 3e¥ —2¥) I+ (¢ — ) A

B (362t _ 263:) 4 3(e3t _ 621) eZt _ eZt B e3t e3t _ eZt
- 0 (3621 _ 2631) + 2(e31 _ 621) - 2t .
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Célculo de &4

SejaA = ( g (11 ) para algum a € R. Calcule f(A) = .

X = a é autovalor com multiplicidade 2 ¢ ps(x) = (x — a)*. Aqui usamos

fla)y=r(a) e f(a)=r'(a)

que nos da
at at
e =co+cia e te =c
Logo
ci=t" e co=e"(l—at)
e

M =r(A) =e"(1 —ar) I+ 1" A

_ af (I—at)+at t a1t
¢ 0 (1 —at) +at ¢ 01 /)
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Célculo de &4

SejaA = < _01 (1) ) para algum a € R. Calcule f(A) = &'

Os autovalores de A sdo imaginarios puros: i = pa(x) = (x — i)(x + ).

[ =r@) e f(=i)=r(-)

que nos da
¢ =cost+isint=co+cii e
e " = cos(—t) + isin(—t) = cost — isint = ¢y — cii.
Logo
co=cost e ¢ =sint
e

. cost  sint
" = r(A) = costl +sintA = .
—sint cost
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Exercicio

1. Calcule as seguintes fun¢des matriciais:

a) e‘"comA:(i ;)

b) sin(Az) com A = < ?) % )

1
—1

2 1
¢) cosh(Ar) comA = < 0 2 )

1

1

)

d) e* comA = (
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Exercicio

2. Movimento retilineo com atrito

Seja x(t) a posi¢do de um corpo num instante # sujeito a uma forca f dada por

) = { J(?)) t€[0,n]

tet>n
para alguma constante f; > 0. Se o corpo possui massa m e sofre resisténcia, temos
mi(t) + bx(t) = f(z)

para algum b > 0.
a) Calcule a matriz de transicao deste sistema.

b) Encontre a saida x(¢) com condi¢des iniciais x(0) = 0 e x(0) = 1.

c) Analise lim,, ; o x(¢) assumindo x(#p) = xo e x(f0) = Xo.
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