Capitulo 111 - SEL-0356
Estimacdo Espectral Classica

1. Introducdo

Os sinais aleatorios apresentam energia infinita e, portanto ndo possuem transformadas de Fourier,
mas como eles apresentam poténcia finita é possivel determinar a Densidade Espectral de Poténcia destes
sinais. Neste capitulo serdo discutidos métodos numéricos para a estimacdo da densidade espectral de
poténcia baseados no uso da transformada discreta de Fourier (TDF). Em particular, iremos estudar: o
periodograma, o periodograma médio, o estimador de Blackman-Tukey e o método de Welch. Estes métodos
sdo referidos como técnicas classicas para distingui-los dos métodos mais modernos conhecidos como
estimacdo espectral paramétrica.

Em muitas aplicacdes praticas tem-se disponivel somente uma funcdo amostra de um sinal a ser
analisado, ndo temos uma descricdo completa do modelo e dispomos somente de um segmento finito de
tamanho N. Assim, podemos calcular somente uma aproximacdo (estimativa) da densidade espectral de
poténcia. Admitindo um sinal de tempo discreto, o calculo do espectro é basicamente realizado em dois
passos: primeiro passamos o sinal por uma janela de dados w(n) e em seguida calculamos a densidade
espectral de poténcia utilizando a transformada discreta de Fourier, como mostra o diagrama de blocos da
figura 1.

Janela X (n) Algoritmo A
x(n) ——| w(n) - F [ Pk)

Figura 1: Sistema para o calculo da densidade espectral de poténcia.

Na prética o espectro do sinal deve ser estimado nas partes estacionarias do sinal, pois a composi¢ao
espectral pode variar com o tempo. Portanto é comum particionar o sinal em segmentos ou quadros antes do
processamento. Esta operagdo é equivalente a multiplicar o sinal por uma janela de dados w(n) e dois
pardmetros devem ser fornecidos: a duracdo de cada quadro e a superposicéo entre eles.

2. Consequéncia do uso de janelas

Os dados disponiveis para o calculo da densidade espectral de poténcia de um segmento do sinal
podem ser expressos como:

Xw( )= x(w(n) 1

em que w(n) é uma janela retangular de tamanho N tal que:

1, 0<n<N
w(n)= . 2
0, casocontrario

Assim, 0 segmento do sinal pode ser considerado como o produto do sinal real x(n) pela janela de
dados w(n). Esta janela ndo precisa necessariamente ser a retangular, pode ser uma diferente. Por enquanto
vamos considerar a retangular.

A transformada de Fourier da janela retangular é dada por:

W(e J'W)z sen(wN /2)e‘j‘"’(N‘1)’2 3
sen(w/2)



Como no dominio do tempo discreto o segmento do sinal é o produto do sinal real pela janela, entdo
a transformada de Fourier do sinal x,,(n) é a convolucdo entre as transformadas de x(n) e de w(n), assim:

Xw(ej‘”)z X(ejw)*W(ejW) 4

- 2 wIN 0 2 wIN o

Figura 2: Modulo da transformada de Fourier da janela retangular.

Assim, o espectro que observamos é a convolucdo entre o espectro do sinal real e o da janela de
dados. No dominio da frequéncia a janela é composta de um lébulo principal entre -2n/N e 2/N e lébulos
laterais de razoavel amplitude entre [2n/N| e |xn|. O l6bulo principal alisa (smoothes) as variagbes rapidas do
sinal, podendo suprimir picos estreitos que podem ocorrer em X(e"), enquanto que os I6bulos laterais podem
introduzir falsos picos no espectro. O Unico modo de melhorar a estimativa é com o aumento no valor de N.
Se N tende ao infinito o espectro da janela torna-se um impulso e o espectro calculado tende ao do sinal real.
O problema principal da janela retangular é a transigdo abrupta nos extremos para N =0 e n = N que conduz a
I6bulos laterais de amplitudes significativamente grandes.

Existem varias janelas com transi¢cdes mais suaves do que a janela retangular e que podem ser
utilizadas em andlise espectral. A tabela 1 mostra algumas destas janelas. Como regra pratica quando do uso
de uma janela, ela deve conter de 2,5 a 3 periodos das componentes de frequéncias baixas do sinal. O uso de
janelas ficara mais claro quando estudarmos o periodograma na se¢éo (4).

Tabela 1: Janelas de dados.

Lébulo Largura do

Janela lateral I6bulo Equacéo
(dB) principal
Retangular 13 1.8m/(N-1 w(n)= L 0sn<N
elanguia i Sr/(N-1) ~ |0, casocontrario
. 0.5-05 00{2—”} 0<n<N
Hanning -32 5.017/(N-1) w(n)= N -1
0, casocontrario
_ 0.54—0.46 co{z—”), 0<n<N
Hamming -43 6.27m/(N-1) w(n)= N -1

0, casocontrario

0.42 —O.Sco{ 2 j+ 0.0800{4—7mj, 0<n<N
Blackman -57 11 7 /(N-1) w(n) = N -1 N-1

0, casocontrario




3. Estimacéo da func¢do de autocorrelacdo

Seja x(n) um processo aleatério de tempo discreto. A sua funcéo de autocorrelacéo é definida como:

7 (K) = E[" (mx(n+k)] 5

A funcdo de autocorrelagdo é uma medida no tempo que esta diretamente relacionada com as
variag@es do sinal, assim ela contém informac6es sobre o conteido de frequéncias do processo aleatorio. A
densidade espectral de poténcia de x(n) é dada pela transformada de Fourier da funcéo de autocorrelagéo, isto
€,

Ty (@™) = D yy (ke "™ 6
k=—o0
Este resultado é conhecido como Teorema de Wiener-Khintchine.

Na pratica encontramos dois problemas na determinagdo da funcdo de autocorrelacdo e
consequentemente da densidade espectral de poténcia.

Primeiro, temos disponivel somente uma realizacdo do processo aleatério, portanto, é necessaria a
suposicao de ergodicidade do processo. Para processos ergédicos, uma Unica fungdo amostra representa todo
0 processo aleatorio, e a fungdo de autocorrelacdo pode ser calculada pela seguinte média temporal,

1
2M +1
n

r, (k) = l\/IIiToo

M
Z X" (N)x(n+k) 7
=M

O segundo problema que encontramos é que se tem disponivel um trecho finito do sinal. Neste caso
o limite na equacdo (7) ndo se aplica. Fazemos entdo uma aproximagdo, isto é, calculamos as estimativas da
funcdo de autocorrelacdo e da densidade espectral de poténcia. Para a densidade espectral de poténcia esta
estimativa é conhecida como periodograma, como serd estudado na secdo seguinte. Para a funcdo de
autocorrelacéo tém-se dois tipos de estimativas: a estimativa ndo polarizada, e a polarizada.

Para um sinal estacionario, a estimativa ndo polarizada na funcdo de autocorrelacdo ry(n) é feita
através da seguinte equacao:

LNikj;*(n)x(n+k), k=0,1--- N—1
(k)= N-k & o
P (=), K=-1 -2 N1l
E a estimativa polarizada da funcéo de autocorrelagéo € dada por:
N k), k=01 N1
fe(k)=4N o

e k=-1-2,---,-N+1

Observe que os dois estimadores sdo muito parecidos, a diferenca esta no uso do fator de ponderagao
N — k ou N. A equacéo (8) fornece uma estimativa consistente da funcéo de autocorrelagdo, porém, na pratica
a equacdo (9) é preferivel, como mostra o exemplo da figura 3 para um ruido branco gaussiano. A funcéao de

autocorrelagéo teorica para o ruido branco € r, (k):af5(k), isto é, um impulso na origem. Observe na
figura (3) que a estimativa polarizada fornece uma aproximacéo melhor.
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Figura 3: Estimativa da funcdo de autocorrelagdo de um ruido branco.

Para valores de |k| préximos de N a estimativa ndo polarizada da fungdo de autocorrelagdo apresenta
flutuacBes muito grandes, assim esta estimativa ndo é confiavel desde que poucos produtos x*(n)x(n+ k) séo

utilizados no calculo da média (somatoria). Uma boa regra pratica (Manolakis, 2005) € utilizar N > 50 e |k| <
N/4. Observe que a estimativa polarizada da funcdo de autocorrelagdo do ruido branco, que é um impulso na
origem, é mais proxima do valor real, mesmo para atrasos |k| proximos de N. Neste caso a variancia € menor
que a ndo polarizada, a razdo é que a divisdo pelo valor N, constante, diminui as oscila¢fes para grandes
atrasos k. Portanto ¢ preferivel utilizar na estimativa a equacéo (9).

Para determinar a qualidade estatistica do estimador da equacdo (9) temos que considerar o valor
médio e a variancia de f, (k).

Pode-se mostrar que o valor médio de f, (k) calculado pela equagao(9) é dado por:

K
N

E[F, (k)]=(1— jw(k)rx (k) 10

em que w(n) é a janela retangular.

A equacdo (10) nos mostra que o estimador da funcdo de autocorrelacdo da equagdo (9) é um
estimador polarizado de r,(k), pois o valor esperado ndo é igual ao valor verdadeiro. Contudo ele é

assintoticamente ndo polarizado se N — oo, pois neste caso, E[fx(k)]—> r (k) . Assim, seguindo as

recomendagdes anteriores de |k|] < L tal que L << N, a polarizagdo é pequena e o valor esperado é
praticamente igual ao verdadeiro.

Pode-se também mostrar que a variancia de f, (k) é dada por
varlf, (k)] ~ = i[rf M)+ 1 (1+K)r, (1 -K)] 1
N |=—o0

Observe que a varidncia do estimador tende a zero se N — oo. Assim, f, (k) é uma boa estimativa de
r, (k) se o atraso |k| € muito menor do que N, caso contrario a estimativa é ruim e ndo saberiamos dizer se as
flutuagdes na funcéo de autocorrelagdo séo reais ou aleatdrias.



4. Periodograma

Admitindo que a funcdo de autocorrelacdo seja absolutamente somavel, a densidade espectral de
poténcia é um processo aleatério estacionario com valor médio zero definida como:

Pe(e™) =D r (ke ™ 12

k=—0

Um outro modo de definir a densidade espectral de poténcia a partir da sequéncia x(n) é mostrado
abaixo:

M 2

Z x(n)e~1wn

n=-M

P ()= lim E 13
M —o0

2M +1

Vamos tratar nesta se¢do da estimagdo do espectro acima admitindo que temos disponivel uma
simples realizagdo de um processo estacionario com tamanho finito N.

Retirando o operador esperanca “E”, pois temos somente uma realizacdo do processo, € utilizando 0s
dados disponiveis {x(0), x(1), ..., X(N-1)}, entéo a equacéo (13) pode ser reescrita como:

2

3 =%‘xw(ejwf 14

Z x(n)e~1wn

e =
N
n=0

Este resultado é conhecido como periodograma. Uma observacdo importante € que utilizando a
equacdo (14) ndo ha necessidade de se estimar a funcdo de autocorrelagdo, isto €, a densidade espectral de
poténcia é estimada diretamente a partir da transformada de Fourier do sinal. Em geral o termo periodograma
é utilizado quando a janela de dados é a retangular, quando ela é diferente utiliza-se o termo periodograma
modificado.

I . 2 - . .
Para as frequéncias discretas w ZWk utilizamos a transformada discreta de Fourier, e 0

periodograma sera dado entdo por:

.27
~ ~ —k
B.(k)=P, (e N ):%|Xw(k)2, k=01 N-1 15

em que XW(k)é a transformada discreta de Fourier de N pontos da sequéncia x(n) multiplicada por uma
janela de dados w(n).

A figura 4 mostra o periodograma de uma sequéncia de ruido branco utilizando 256 e 512 amostras
da sequéncia. Teoricamente, o resultado deveria apresentar um espectro densidade de poténcia plano em 0 dB,
porém observamos grandes flutuacdes aleatdrias. Assim, o periodograma é inconsistente; se aumentarmos o
valor de N a polarizacdo tende a zero, isto é, na média o espectro flutua em torno de 0 dB, mas a variancia
permanece alta, com grandes flutuacfes no espectro.
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Figura 4: Periodograma do ruido branco.
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Figura 5: Periodograma de um sinal com duas senoides com ruido.

Nos casos onde os dados consistem de sinais senoidais ou sinais de faixa estreita em ruido branco,
muitas vezes é vantajoso aplicar uma janela diferente da retangular ao sinal antes de se aplicar o
periodograma. Com a janela retangular um sinal de nivel baixo pode ser mascarado pelos 16bulos laterais da
janela. Utilizando uma janela diferente devemos tolerar um aumento na largura de faixa dos l6bulos
principais. A figura 5 mostra o periodograma de um sinal composto por duas senoides de frequéncias 0.2w ¢
0.24n contaminado com uma sequéncia de ruido branco. A figura 5.a mostra o periodograma utilizando janela
retangular e na figura 4.b foi utilizada uma janela de Hamming. Observe que apesar da largura dos I6bulos ter
aumentado, as flutuagBes diminuiram e o0s picos espectrais correspondentes as senoides se tornaram mais
salientes.

Matematicamente a variancia de um periodograma em qualquer frequéncia pode ser aproximada por:

N sen(wN) )’
var[PX (e! )]_PX e™) lJ{—Nsen(w)] 16

Para frequéncias que ndo sejam proximas de w = 0 ou w = £ a expressdo acima se reduz a:
varlp, ()|~ P2(e ™) 17

A expressdo acima € constante e ndo decai com o aumento de N. Assim podemos concluir que o
periodograma nao € confiavel, pois a sua variancia é muito grande, apresentando grandes flutuacdes
espectrais. Em sua forma bésica o periodograma é um estimador pobre da densidade espectral de poténcia,



pois a variancia é alta. Assim, devemos reduzir a variancia para se obter um estimador melhor, como sera
visto nas préximas secoes.

5. Periodograma médio

A razdo pela qual a variéncia do periodograma ndo diminui com o aumento do tamanho do registro
de dados ¢é atribuida a retirada da operagdo do valor médio da equacgdo (13). Para melhorar as propriedades
estatisticas da estimativa utilizamos o periodograma médio.

Admitindo que sdo disponiveis M registros independentes dos dados, todos do mesmo processo
aleatorio {xq(n), X¢(n), ..., Xm-1(n)} e todos no mesmo intervalo 0 < n < L-1. O periodograma médio é definido
como:

M -
A 1 .
M jwy _ 4 514w
Po (e )_M E:O G 17
L1 2
emque P, (e‘W)— - E x, (N)e " da I-ésima realizagao.
n=0

A variancia deste estimador é diminuida pelo fator M em relac&o ao periodograma, pois desde que 0s
registros de dados sdo independentes entdo os periodogramas individuais também o sdo, assim,

var[P (e‘W)] Mvar[P (eJW)l VI 18

A figura 6 mostra o periodograma para somente um registro de dados e o periodograma médio para
um ruido branco gaussiano com variancia 1, L = 256 e M = 50 registros. Observe que a variancia do
periodograma médio diminuiu acentuadamente, aproximando a estimativa do espectro verdadeiro.
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Figura 6: Periodograma e periodograma médio.

Na prética, em vez de M registros, normalmente temos disponivel um Unico registro de dados de
tamanho N. Neste caso, se o valor de N é suficientemente grande, dividimos os dados em M blocos nédo
superpostos de tamanho L, tal que N = ML e utilizamos os seguintes conjunto de dados para determinar cada
periodograma:



x;(n)=x(n+IL) emque: n=0,1--L-1el=0,1--M—1 | 19|

Para sinais diferentes do ruido branco os blocos adjacentes nao sdo descorrelacionados e a reducao
na variancia sera menor do que M. O valor de L deve ser escolhido de tal modo que ao largura de faixa do
I6bulo principal ( que é proxima de 1/L) seja menor (pelo menos duas vezes) a largura de faixa do pico mais

estreito de varP, (e1%).

6. Estimador de Blackman-Tukey

A estimativa da densidade espectral de poténcia, tal como definida pela equacdo (14) pode ser
recolocada na seguinte forma:

N-1
Po(f)= D F(kje 2 20

k=—(N-1)
em que f, (k) é a estimativa polarizada da funcéo de autocorrelagdo, calculada através da equacéo (9).

Como foi visto, este estimador apresenta um desempenho muito pobre devido a estimativa pobre da
funcdo de autocorrrelagdo, principalmente para grandes atrasos. Uma maneira de se evitar este problema é
multiplicar a estimativa da funcdo de autocorrelagdo por uma janela de dados. Este tipo de estimador da
densidade espectral de poténcia é chamada de estimador de Blackman-Tukey e é definido como abaixo:

M
Po(f)= D f(kywlk)e 12 21
k=—M

em que w(k) é uma janela de dados de tamanho 2M-1 e simétrica em torno de k = 0.

A janela reduz a variancia do estimador espectral, mas aumenta a polarizacdo. Cuidado deve ser
tomado na escolha da janela para ndo resultar em estimacéo espectral negativa, Manolakis (2005) recomenda
0 uso da janela de bartlett ou de Parzen.

A figura 7 mostra o periodograma e 0 método de Blackman-Tukey para uma realizagdo de um sinal
composto por trés sendides de frequéncias 0.2n, 0.24n ¢ 0.487 contaminado com uma Sequéncia de ruido
branco. A figura 7.a mostra o periodograma utilizando janela retangular e na figura 7.b foi utilizado o método
de Blackman-Tukey com janela de Bartlett. Observe novamente que as flutuagdes diminuiram, os I6bulos
correspondentes se tornaram mais salientes, mas a largura de faixa aumentou.
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Figura 7: Periodograma e método de Blackman-Tukey.



7. Método de Welch

Quando estudamos o periodograma vimos que para reduzir a variancia poderiamos fazer a média, se
tivéssemos disponiveis M realiza¢des diferentes de um sinal aleatdrio estacionario. Na maioria das aplicacdes
praticas temos disponivel somente uma Unica realizacdo do processo aleatdrio, porém, se a sequéncia
disponivel é estaciondria e apresenta um tamanho relativamente grande, podemos utilizar o método de Welch
para estimar a densidade espectral de poténcia.

O método de Welch faz duas modificagdes no periodograma médio: os segmentos sdo permitidos se
superporem e utiliza janelas diferentes da retangular. Neste método subdividimos o arquivo existente {x(n), O
<n <N} em segmentos menores, superpostos, € a densidade espectral de poténcia € calculada em trés etapas
COmo segue:

i O sinal é segmentado de tal forma que os segmentos sdo permitidos ter uma superposi¢do de D

amostras (em geral 50% do tamanho dos segmentos), isto é, dividimos o sinal em segmentos
menores de tamanho L de modo que:

x;(n)=x(n+iD) 22
L N ) .
emque:D=E , n=01---,L-1 , M =T e N é otamanhodosinal

Observe que para uma superposicao de 50%, D = L/2 e assim temos 2M — 1 segmentos de tamanho
L. Observe também que para D = L os segmentos sdo adjacentes. O valor D = L é estabelecido quando a
janela utilizada é a retangular, neste caso o método de Welch se reduz ao periodograma médio. Para uma
janela diferente da retangular a figura 8 ilustra a segmentac&o do sinal disponivel.

0 L-1 N-1

' dados disponiveis

segmento 0 '

' D Seqmento 1 ..................
>

segmento . 2M-2

Figura 8: Segmentacdo do sinal.

ii. Cada segmento “i” é multiplicado por uma janela w(n), diferente da retangular, e em seguida
calculamos o periodograma:

2
23

L-1
D x (nw(n)e M
n=0

N 1
lex(Wk):E

em que: W, = % k=0,1---,L—1e U é um fator de normalizacéo de energia por causa do uso da janela
1 L-1
tal que U :EZWZ(n)
n=0

iii. Finalizando, calculamos o periodograma médio tal que:



X 1 M2
Pxx(Wk) = oM —1 ZPXIX(Wk) 24
i=0

A figura 9 mostra o periodograma para um segmento e 0 método de Welch para uma realizagdo de
um sinal composto por trés senoides de frequéncias 0.2x, 0.24n ¢ 0.48n contaminado com uma Ssequéncia de
ruido branco. A figura 9.a mostra o periodograma para um segmento e na figura 9.b foi utilizado o método de
Welch com janela de Hamming. Note que no primeiro caso as flutua¢fes na densidade espectral de poténcia
mascaram a componente de frequéncia em 0.48n rad/amostra, e no método de Welch esta componente é
prontamente observavel, note também que as flutuacfes espectrais diminuiram, os l6bulos correspondentes se
tornaram mais salientes facilitando a anélise.
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Figura 9: Método de Welch.

8. Algumas orientacdes préaticas

Quando o conjunto de dados € pequeno e a resolugdo de frequéncias é baixa podemos melhorar a
visualizacdo grafica da densidade espectral de poténcias aumentando o nimero de dados que entra no célculo
da FFT. Neste acrescenta-se zeros ao sinal antes de calcular o periodograma, isto é, formamos um novo sinal
x’(n) tal que:

X (n) :{x(n), n=0,1--,N-1 .
0, n=N,N+1---,M-1

O acréscimo no numero de zeros deve ser feito ap6s passar o sinal por uma janela, e em seguida
calcula-se o periodograma:

2
26

B (f) =~ MZ_:lxv(n)e*izﬂfk“
x\ Tk _W
n=0

emque: f, =% e k=0,1---,M-1

E importante lembrar que o acréscimo de zeros ndo melhora a resolucdo de frequéncia do
periodograma, mas somente a visualizagdo gréfica.
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