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Produtos internos

Devido 4 sua importancia, estudaremos em mais detalhes familias de

polinémios ortogonais. Primeiramente, vamos especificar os produtos
internos.
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Produtos internos
Devido 4 sua importancia, estudaremos em mais detalhes familias de

polinémios ortogonais. Primeiramente, vamos especificar os produtos
internos.

e Dominios discretos S3o dados n pontos distintos {x;}7_; e n
ndmeros positivos (pesos) {w;}"_;. O produto interno é definido por

(u, v) =) wi(xi)v(xi) (1)
i=1
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Devido 4 sua importancia, estudaremos em mais detalhes familias de

polinémios ortogonais. Primeiramente, vamos especificar os produtos
internos.

e Dominios discretos S3o dados n pontos distintos {x;}7_; e n
ndmeros positivos (pesos) {w;}"_;. O produto interno é definido por

(u, v) =) wi(xi)v(xi) (1)
i=1

@ Dominios continuos Dados —oco < a < b < co e uma fungdo peso
w(x) continua e positiva em (a, b), e tal que fab w(x)p(x) dx existe
para qualquer polindmio p(x), o produto interno é definido por

b
(u,v) = / w(x)u()v(x) dx 2)

a

v
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Observacoes

@ No caso de dominios discretos, a expressdo (1) define um produto
interno somente se o grau dos polindmios for menor ou igual a n — 1.
Portanto neste caso nos restrigiremos ao espaco Pp_1;
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@ No caso de dominios discretos, a expressdo (1) define um produto
interno somente se o grau dos polindmios for menor ou igual a n — 1.
Portanto neste caso nos restrigiremos ao espaco Pp_1;

@ para dominios continuos, a expressdo (2) define um produto interno
em todo o espaco P dos polinémios. Além disso, a pode ser —oco
e/ou b pode ser co. Vimos exemplos na aula anterior;
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@ No caso de dominios discretos, a expressdo (1) define um produto
interno somente se o grau dos polindmios for menor ou igual a n — 1.
Portanto neste caso nos restrigiremos ao espaco Pp_1;

@ para dominios continuos, a expressdo (2) define um produto interno
em todo o espaco P dos polinémios. Além disso, a pode ser —oco
e/ou b pode ser co. Vimos exemplos na aula anterior;

© dada uma familia {px}, k =0,1,..., de polindmios ortogonais
relativamente a (1) ou (2), os primeiros m + 1 polinémios
{po,p1,---,Pm} formam uma base para P, (com m no méximo
n — 1 no caso discreto). De fato, lembre-se que o grau de pi é k.
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Observacoes

@ No caso de dominios discretos, a expressdo (1) define um produto
interno somente se o grau dos polindmios for menor ou igual a n — 1.
Portanto neste caso nos restrigiremos ao espaco Pp_1;

@ para dominios continuos, a expressdo (2) define um produto interno
em todo o espaco P dos polinémios. Além disso, a pode ser —oco
e/ou b pode ser co. Vimos exemplos na aula anterior;

© dada uma familia {px}, k =0,1,..., de polindmios ortogonais
relativamente a (1) ou (2), os primeiros m + 1 polinémios
{po,p1,---,Pm} formam uma base para P, (com m no méximo
n — 1 no caso discreto). De fato, lembre-se que o grau de pi é k.

@ daqui em diante, quando nos referirmos a uma familia de polindmios
ortogonais, assumiremos que um produto interno da forma (1) ou (2)
estd sendo usado.
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Propriedades

Propriedade 1

Se {pk} é uma familia de polindmios ortogonais e p(x) é um polinémio de
grau m, entdo p pode ser representado de maneira tnica por

pO) = D cupk(x) (3)
k=0

onde

k= <pka p>

(Pk> Pi)
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Propriedades

Demonstracao

De fato, como {px}}_, é uma base para P, temos a representagdo (3).
Fazendo-se o produto interno desta expressao por p;, onde 0 < j < m,
obtemos

m
{pj, P) PJ:ZCkPk =" alpj, k) = by pj),
= k=0
onde usamos o fato de que (py, pj) = 0 se k # j. O
.
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Propriedades

Propriedade 2

Se {px}, k=0,1,... é uma familia de polindmios ortogonais e p(x) é um

polindmio de grau m, entdo (p;, p) = 0 para todo j > m.

Demonstracao

Usando (3) e fazendo-se o produto interno por p; obtemos

m

(pjP) =Y _ c{pjs pi) =0

k=0

pois como j > m, entdo j # k para todo 0 < kK < m.
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Propriedades

Propriedade 3

Se {px} e {qk} sdo duas familias de polindmios ortogonais relativamente
ao mesmo produto interno, entdo existem Unicos nimeros reais Ay # 0
tais que gk(x) = Axpr(x).

Demonstracao

Como g é um polindbmio de grau k, temos da Propriedade 1 que
ak(x) = Zf:o %pj(x). Usando a Propriedade 2 para a familia {qx}
concluimos que (pj, gx) = 0 para j < k e portanto

gr(x) = Akpr(x) com A\ = (Pr: G) #0

(Pks Pi)

uma vez que pk € gx sao polindmios de grau k.
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Polindmios monicos

Em algumas situagdes é necessario sabermos contruir uma familia de
polinbmios ortogonais. E claro que isso pode ser feito usando o Processo
de Gram-Schmidt, mas polindmios ortogonais tem propriedades especificas
que nos ajudam a derivar relagdes de recorréncia de trés termos. Faremos
isso para os polinémios mdnicos.

Definicao 1
A familia dos polinGmios ortogonais monicos em relacdo a um produto
interno da forma (1) ou (2) é a familia {p«}, k =0,1,... dos polindmios

ortogonais em relacdo a este produto interno tal que o coeficiente de x¥ de
pk(X) él
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Polindmios monicos

Para construir a familia dos polinGmios ménicos, usaremos idéias
semelhantes ao processo de Gram-Schmidt, com a diferenca de que n3o
partimos de uma base dada. Claramente,

po(X) =1.

Para obtermos p;(x), basta subtrairmos de x a sua projecdo ortogonal na
direcdo de pg:

<p0>X> <p0’X>

pr(x) = x — 2P0 X) gy =y PN

(Po, Po) {Po, Po)
Suponha entdo que ja tenhamos construido os polinémios ortogonais
monicos até o grau k. Note que xpx(x) é um polindmio mdnico de grau

~ . k

k 4+ 1, mas n3o necessariamente ortogonal a {pj}j:O'
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Polindmios monicos

O polindmio px+1 € entdo calculado subtraindo-se a projecdo ortogonal de
xpk(x) no subespaco gerado por {pj}J’-‘:O. Como estes polinémios j4 s3o
ortogonais por construcdo temos

k

(pj» XPk)

Prr1(x) = xpi(x S pi(x)
= (pipy)

Do formato dos produtos internos (1) e (2) temos
(pj, xpk) = (xpj, pk) =0sej< k—2

onde usamos a Propriedade 2 juntamente com o fato de o grau de xp; ser
J+ 1
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Polindmios monicos

Portanto,

() PEXPR) o APt XP)
Pr+1(x) = xpi(x) (o e pr(x) <Pk—17Pk—1>pk_1( ).

Ainda podemos fazer uma simplificacdo adicional. Verifique como
exercicio a seguinte identidade:

(Px—1,XPk) = Pk, Pxk)-

Temos entdo a seguinte relagcdo de recorréncia de tres termos para gerar a
familia de polinGmios ortogonais mdnicos.
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Polindmios monicos

Relacao de recorréncia

po(x) =1
pi(x) =x—
pr(x) = (x — ax)pr—1(x) — Brpk—2(x),

onde

A = 3

<Pk—17 Pk—1>

(Pk—1, XPk—1) k>1, e B = (Pk—lapk—1>, k> 2.
(Pk—2;Pk—2>

k> 2,
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