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1 Integracao

Denotaremos por M(X,.A) o conjunto das fun¢oes mensurdveis de X em R e
M™* (X, A) o das fungdes mensurdveis e positivas (nao negativas).

Definicao 1.1. Uma fungao ¢ : X — R é dita simples se sua imagem for finita.
Ou seja, se p = 22:1 ajxg; onde {ai,...,a,} € R sdo os diferentes valores de
¢ e E; = ¢~ (e ), com E; mensurdveis. Note que ¢ # + — oo.

Exemplo. 1. As fungoes degrau. Como na soma inferior e soma superior de
Riemann.

2. A fungéo definida por:

)1, sexe€Q
f<x)_{o, sez €R\Q

Ela pode ser representada como f(z) = xo-

Uma fungao simples ¢ admite véarias representagées. A que demos em sua
definicao chama-se representacdo padrdo, com os E; disjuntos 2 a 2..

Exemplo. A funcao simples dada por:

1, se0 <z <1
plx)=1493,sel <z <2
2,se2<x<3

tem como representacao padrao ¢ = x[o,1) + 3X[1,2) T 2X[2,3)- Ela também pode
ser representada por ¢ = x|o,2) + 2X[1,3]-

Comegamos agora com a definicao de Integral

Definicao 1.2. Seja ¢ € M simples, com representacao padrao ¢ =
Z?Zl a;X ;- Definimos sua integral como:

/ pdu=> a; u(E))
j=1

Usaremos a convencao 0 - oo = 0.

Exercicio. Mostre que a defini¢ao independe da representacao de (.
A Integral da Fungdo de Dirichlet é 0. Com efeito, se f(z) = xg entdo

[ flz)dp= 1.4(Q) = 0.

Observe que esta definicao coincide com a definicao de Integral para as fungoes
degrau utilizadas no célculo da Integral de Riemann. Vejamos algumas das
propriedades da integral das fungoes simples.

Lema 1. Sejam p,% € Mt simples:
1. Sec>0entio [codu=c [du



2. [(p+¥)du= [ pdu+ [ ¢ du
3. A funcdo X : A — R definida por:

)‘(E):/E‘Pdﬂz/SOXEdN

é uma medida.

Demonstragdo. Se ¢ =3 ", a;j XE;, entdo ¢ p = Y1 ¢ aj XE;, logo:

/ccpd,u: anju(Ej) =c Zaj,u(Ej) =c /Lpd,u
j=1 j=1

O que prova o primeiro item.

O segundo item fica como exercicio.

Para o terceiro item: Observe que ¢ xg = 22:1 ajXEeng;, logo, M(E) =
Z?zl a;ji(E N Ej;). Como p; definida por u;(E) = p(E N E;) é uma me-
dida, entdo A é combinacdo linear de 1, e, portanto, é uma medida (pode nao
ser finital). O

Agora, podemos definir a integral de uma funcao f € M T qualquer:

Definicao 1.3. Seja f € M+ com f: X — R, definimos:

/fdu=sup/sadu

Onde o supremo é tomado sobre as fungées ¢ que sao simples e que tais que
¢ < f.Se E € A, definimos:

/Efdu:/fxEdu

Esta defini¢ao é natural considerando o espago de medida (E, AN E, ug) onde
us(F) = p(E N F).

Também fE f dﬂ =  SUP{y simples;p < f, em E} fE ' dﬂ Mas fE ¥ d:u’ =
fX ¥ XE d:u/ Dai que fE f d/-// = SUP{y simples;p < f} fX ¥ XE d/”' =
Ix fxedp.

Note que:

1. diferentemente da Integral de Riemann, a defini¢do ”aparentemente”nao
leva em conta o que acontece com as fungoes simples 1 com v > f;

2. a integral de f € M™ existe sempre, finita ou infinita.

3. As funcoes degrau estao entre as fungées simples. No caso de uma fungéo g
continua em [a,b] por exemplo, temos que a Integral de Riemann serd igual a
Integral de Lebesgue.

Nota Histérica: Lebesgue e Kolmogorov definem a Integral de modo
diferente. Eles pegam a sequéncia nao decrescente de fungoes ¢, da lista de
Funcgoes Mensuraveis, definem a Integral de ¢, como a das fungoes simples e
passam ao limite. Lembramos que essas funcées podem tomar enumeraveis
valores, de modo diverso das funcées simples aqui mencionadas. Depois
mostram que o limite é independente da sequéncia ¢, .



Do modo em que definimos a integral, para calcular [ f du deverfamos levar
em conta TODAS as fungoes simples ¢ < f. Isto pode ser trabalhoso!
Portanto, mostraremos a aditividade da integral depois do Teorema da
Convergéncia Monétona.

Lema 2. Sejam f,g e M™,
1. Se f < g entio [ fdu < [ gdu
2. Se E,F € Acom ECF, entao [, fdu < [, fdu

Demonstragao. DefinaC(f) = {¢ | ¢ é simplese ¢ < f}eC(g) = {¢ | ¥ é simples e ¥ <
g}. Se v < f,entdo ¢ < g, ouseja C(f) C C(g) porque f < g, logo:

Para o segundo item: Como f xgp < f xr segue a afirmagao a partir do
primeiro item.

O
Notagao:
1. quando (X, A, ) forem claros, omitiremos du na integral
2. Escreveremos [ fdu = [ « [ dp omitindo o conjunto onde integramos
3. Como fE fdp = [ f xg du, geralmente também omitiremos o conjunto

onde integramos.

Proposigao 3 (Desigualdade de Chebyshev). (versao mais simples) Seja f €
MY ec> 0, entdo:

/fdMZCu({xGXI fz) > e})

Demonstragio. Defina A, = {& € X | f(z) > c}, entdo A. é mensurdvel.
Seja ¢ a fun¢do simples dada por ¢ = ¢ xa,, entdao [ ¢ du = ¢ p(A.), do
segundo item da proposicao anterior [ fdu > [ f xa, dp= fAC f du. Por
construcao [ fxa, du > [ ¢dp=cp(A.) ou seja:

/fdu > ¢ p(Ad) = cp(fz € X | f(z) > c})

Esta desigualdade é muito tutil!
Proposicao 4. Seja f € M™. Entio [ f du =0 se e somente se f =0 q.t.p.

Demonstragio. =) Defina A, = {z € X | f(z) > 1}. Note que 4,, C A,;.
Pela desigualdade de Chebyshev: 0 = [ f du > % u(Ay) > 0, ou seja,
u(A,) = 0 para todo n. Como A9 ={x € X | f(zx) > 0} =U2L,A,, temos
que u(Ao) = p({z € X | f(z) > O) = lim p(Ay) = 0.

<) Seja C(f) ={p | pésimplesep < f; o € MT} ey € C(f). Logo se
¢ < fentdop = 0 qtp. Assim [ pdu = 0. Logo [ ¢ du = 0 para toda
fungao simples ¢ em C(f). Assim [ fdu = supe(f) [ g dp = 0 O

Defini¢ao 1.4. Observe que podemos ter [ f du = +oo. Dizemos que uma
funcdo f é integrdvel se [ f du < +oco. Neste caso escrevemos f € LT(X,A).



Consequéncia: Se f < g;f, g € M™ e g integravel, entdo f é integrdvel.

Proposigao 5. Se f € M™ € integrdvel (ou seja, se [ fdu < 4oc), entio
ulz € X | f@) = oo}) = 0.

Demonstragio. Seja A,, = {x € X | f(z) > n}. Por Chebyshev, +oo > [ fdu >
nu(Ay), ou seja: p(A,) < # e assim p(A,) é finita e — 0. Como
Apt1 C Ay e u(4,) = 0 temos: u({z € X | f(z) = o0}) = p(NS2,4,) =
lim p(A,) = 0. O

Proposicao 6. Se f € MT™ integrdvel (ou seja, se [ f du < +00), entio
dado € > 0 existec > 0| p({z; f(z) > ¢}) < e

Demonstragdo. Seja A,, = {x € X | f(z) > n}. Por Chebyshev, +o00 > [ fdu >
n p(A,), ou seja: u(Ay) < %. Assim, basta tomar n € N tal que
e > Ll O

Agora, o que acontece com uma fungao que tem valores positivos e negativos?
Escrevemos f = fT — f7, com f* =max(f,0) e f~ = max(—f,0), entdo
fT,f~ € MT e definimos:

[ tan= [ rran- [ £ au

Observe que para a expressao ter sentido, nao podemos ter [ ftdue [ f~du
dando +oc.

Definicao 1.5. Dizemos que f é semi-integrdvel se uma das integrais [ f+ du,
[ £~ du for +00 e a outra for finita.

Definicao 1.6. Se as duas forem finitas, entdo [ fdu= [ frdu — [ f~du
pode ser definida sem problemas. Neste caso dizemos que f é integravel, e
escrevemos f € L(X,A).

Teorema da Convergéncia Mondtona (B. Levi, Lebesgue):

Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f,, : (X, A) — R* uma sequéncia nio
decrescente de fungbes mensurdveis nao negativas, £ € A.

Entdo f, — f, f mensurdvel; e [ fndp — [, fdu

Teo da Convergéncia Mondtona (Levi,Lebesgue): Seja f,, seq de fungoes em
M, nao decrescente. Entao f, — fe [fodu — [ fdu

Dem: Como f,, ndo decrescente entdo f,, — sup(f,) = f.Como as f,
mensuraveis, f resulta mensuravel.

Logo [ fndu < [ fdu. Também [ f, dp < [ fn41 du. Seja

a=sup [ f,dpu.

Quero ver que a = [ fdp

Tomo 0 < ¢ < 1 e ¢ simples, ¢ < f. Consideramos 4, = {cpy < f,}. A
sequéncia {A,} é crescente, e U4, = X.

Ja, copdp < [y fadp < [ fodp < . Vimos anteriormente que [ ¢ du
¢ uma medida. Logo [, ¢du— [ ¢du.

Assim, [y codp < o



Tomando o sup sobre as ¢ < f temos que

csup([ pdp) = cf fdu < a < [fdu.

Isto vale para todo c entre 0 e 1.

Passando ao limite quando ¢ tende para 1, @« = [ f du ou

[ fodp— [ fduO

Observagdo: para calcular o valor da Integral de uma fun¢ao mensuravel a
partir da definigdo, deverfamos examinar todas as fungoes simples ¢ < f. Mas
o Teorema da Convergéncia Monotona nos permite examinar apenas uma
sequéncia nao decrescente de fungoes simples, como as definidas na lista de
Fungoes Mensuraveis.

Corolario Do Teorema: Sejam (X, A, ;1) um espaco de medida e

fn: (X, A) = R uma sequéncia nio decrescente de funcdes mensuraveis nao
negativas com f = > 1° f,. Entao f mensurdvel e [ fdu =37 [ fndu

Dem: sejam g, (x) = Z;.l:l fn(x). Entao g, é uma sequencia monétona nao
decrescente de fungbes em M+. Pelo Teorema da Convergencia Mondtona,
Jgndp — [ fdpou 37T [ fodp= [ 327 fadp.

Para mostrar a linearidade da Integral, também usamos este Teorema.

Proposicao 7. Mostre que se f, g € M™ entdo

[ fH+gdu=[ fdu + [ gdu. Com efeito, tomamos ¢n; ¥, sequéncias de
fungoes simples ndo decrescentes que convergem para f e g respectivamente.
Logo ., + 1, converge monotonamente para f + g.

Assim, pelo Teorema da Conv. Mondtona, [ (¢, + ) du — [ (f + g) du .
Também [ (pn + ¥n)dp = [ ondu + [ Wpdp — [ fdu + [ gdp.
Logo [ f+gdu=[ fdu + [ gduD.

Proposicao 8. Mostre que se fe€ M ec > Oentao [ ¢ fdu=c [ fdu

Corolédrio do Teorema da Convergéncia Mondtona:

Sejam (X, A, 1) um espago de medida e f, € LT (X, A, ) uma sequéncia
nao decrescente de fungbes mensuraveis nao negativas, que converge para uma
f€e MT qgtp.

Entao [ fodu— [ fdu.

Lema de Fatou : sejam {f,} fungoes em M ™. Entao

J(liminf f,,) dp <liminf [ f, du

Proposicao 9. Seja (X, A, ) um espago de medida e f € M. Entao
A (X, A) = R" dada por N(E) = [, fdp é uma medida.

Neste caso, A chama-se uma integral indefinida de f.

Proposigao 10. Se f for Riemann Integrdvel no intervalo [a,b], entdo f € men-

surdvel para a medida de Lebesgue i e a Integral de Riemann fab f(z) dz € igual
a Integral de Lebesque f[a 0] fdu.



