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1. Exercícios Aplicados
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1. Seja a função de produção Cobb Douglas: 𝑄 𝐾, 𝐿 = 2𝐾
1

2𝐿
1

2 em que K = capital e L = trabalho. Calcule as 

derivadas parciais 
𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐾
e 
𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐿
e interprete os resultados.

• Derivada parcial em relação a K:

𝑓𝐾 =
𝜕𝑄(𝐾, 𝐿)

𝜕𝐾
=
1

2
. 2. 𝐾−

1
2 𝐿

1
2 = 𝐾−

1
2 𝐿

1
2 =

𝐿

𝐾
(𝐿 𝑒𝑠𝑡á 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒)

No ponto (1,4):           
𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐾
=

4

1
= 2 (atenção: como é capital/trabalho só pode ser positivo)
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1. Exercícios Aplicados (continuação)
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1. continuação

• Derivada parcial em relação a L: Dada a função de produção 𝑄 𝐾, 𝐿 = 2𝐾
1

2𝐿
1

2

𝑓𝐿 =
𝜕𝑄(𝐾, 𝐿)

𝜕𝐿
=
1

2
. 2. 𝐾

1
2 𝐿−

1
2 = 𝐾

1
2 𝐿−

1
2 =

𝐾

𝐿
(𝐾 𝑒𝑠𝑡á 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒)

No ponto (1,4):           
𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐿
=

1

4
=
1

2
(atenção: como é trabalho só pode ser positivo)
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1. Exercício Aplicado
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1. continuação

Interpretaçao: derivada parcial em relação a K

𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐾
≅

𝚫𝑸

𝚫𝑲
= 2 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑒𝑛𝑑𝑜 𝐿 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

• Supondo 𝚫𝑲 = 0,1: 
𝟐 ≅

𝚫𝑸

𝟎, 𝟏

𝟐 . 𝟎, 𝟏 ≅ 𝚫𝐐

𝚫𝐐 ≅ 𝟎, 𝟐

Derivada parcial em relação 

a K = No ponto (1,4), dada 

uma variação de 0,1 em K, a 

quantidade produzida (Q) 

aumenta 0,2, mantendo L 

(número de trabalhadores) 

constante. 

Derivada parcial em relação 

a K = mede a taxa de 

variação média da produção 

(Q) em relação a K 

(mantendo L constante) = 

Produtividade Marginal do 

Capital

EACH



1. Exercícios Aplicados
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1. continuação

Interpretaçao: derivada parcial em relação a L:

𝜕𝑄(1,4)

𝜕𝐿
≅

𝚫𝑸

𝚫𝑳
=
1

2
𝒎𝒂𝒏𝒕𝒆𝒏𝒅𝒐 𝑲 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆

• Supondo 𝚫𝐋 = 0,1: 1

2
≅

𝚫𝑸

𝟎, 𝟏

1

2
. 𝟎, 𝟏 ≅ 𝚫𝐐

𝚫𝐐 ≅ 0,05

Derivada parcial em relação 

a L = No ponto (1,4), dada 

uma variação de 0,1 em L, Q 

aumenta 0,05, mantendo K 

constante. 

Derivada parcial em relação 

a L = mede a taxa de 

variação média da produção 

(Q) em relação a L 

(mantendo K constante) = 

Produtividade Marginal do 

Trabalho

EACH



1. Exercícios Aplicados
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1. continuação

Verificação: 𝑄 𝐾, 𝐿 = 2𝐾
1

2𝐿
1

2 ⇒ 𝑄 1,4 = 2(1)
1

2 (4)
1

2 = 2.1.2 = 𝟒

Variação na quantidade produzida 𝚫𝑸 𝒐𝒖 𝚫𝒛 com 𝚫𝐊 = 0,1 e L constante:

𝑄 1,1 ; 4 = 2(1,1)
1
2(4)

1
2 = 𝟒, 𝟏𝟗𝟓

𝚫𝐐 = Q(1,1; 4) - Q(1,4) = 4,195 – 4 = 0,195

Variação no custo 𝚫𝑸 𝒐𝒖 𝚫𝒛 com 𝚫𝐋 = 0,1 e K constante:

𝑄 1 ; 4,1 = 2(1)
1

2(4,1)
1

2 = 𝟒, 𝟎𝟒𝟗

𝚫𝐐 = Q(1; 4,1) - Q(1,4) = 4,049 – 4 = 0,049

No ponto (1,4) se 

quisermos aumentar a 

quantidade produzida, vale 

mais a pena aumentar o 

capital (ex quantidade de 

máquinas) uma vez que a 

produtividade marginal do 

capital é maior do que a 

produtividade marginal do 

trabalho.

EACH



1. Exercícios Aplicados
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2. Seja a função de produção semanal de determinada fábrica: 𝑸 𝒙, 𝒚 = 𝟏𝟐𝟎𝟎𝒙 + 𝟓𝟎𝟎𝒚 + 𝒙𝟐𝒚 − 𝒙𝟑 −𝒚𝟑

unidades, em que x = número de trabalhadores qualificados = 30 e y = número de trabalhadores não 

qualificados = 60. Qual a variação na produção semanal dada a contratação adicional de um operário 

qualificado, sendo mantido constante o número de operários não qualificados?

• Taxa média de variação da produção (Q) em relação ao número de trabalhadores qualificados = Derivada 

parcial em relação a x:

𝑓𝑥 =
𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 1200 + 2𝑥𝑦 − 3𝑥2

No ponto (30,60):         
𝜕𝑄(30,60)

𝜕𝑥
= 1200 + 2.30.60 − 3(30)2 = 2100 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 ≅

𝚫𝑸

𝚫𝒙

=> Ao nível de produção Q(30,60), se x (núm. de trabalhadores qualificados) aumentar em 1 unidade, Q 

irá aumentar, aproximadamente, em 2100 unidades, mantendo y constante.

EACH



1. Exercícios Aplicados
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2. continuação

Verificação: 𝑸 𝒙, 𝒚 = 𝟏𝟐𝟎𝟎𝒙 + 𝟓𝟎𝟎𝒚 + 𝒙𝟐𝒚 − 𝒙𝟑 −𝒚𝟑

𝑸 𝟑𝟎, 𝟔𝟎 = 𝟏𝟐𝟎𝟎. 𝟑𝟎 + 𝟓𝟎𝟎. 𝟔𝟎 + 𝟑𝟎
𝟐(𝟔𝟎) − (𝟑𝟎)𝟑 −(𝟔𝟎)𝟑 = 309.000

𝑸 𝟑𝟏, 𝟔𝟎 = 𝟏𝟐𝟎𝟎. 𝟑𝟏 + 𝟓𝟎𝟎. 𝟔𝟎 + 𝟑𝟏 𝟐(𝟔𝟎) − (𝟑𝟏)𝟑 −(𝟔𝟎)𝟑 = 311.069

Variação na quantidade peoduzida 𝚫𝑸 𝒐𝒖 𝚫𝒛 com 𝚫𝐱 = 1 e y constante:

𝚫𝐐 = Q(31, 60) - Q(30, 60) = 311.069 – 309.000 = 2.069

EACH
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1. Exercícios Aplicados

2. Elasticidade Preço-Cruzada
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2. Elasticidade Preço-Cruzada
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• Dados dois produtos A e B e uma elevação do preço do produto B (𝑝𝐵).Qual será o impacto na demanda 

pelo produto A? (irá aumentar, diminuir ou permanecer inalterada)?

• Seja a demanda pelo produto A definida em termos dos preços dos produtos A e B: função de duas variáveis

𝑸𝑨 (𝒑𝑨 , 𝒑𝑩)

• Suponha que temos o preço inicial do produto B dado como 𝑃𝐵𝑖 (antes da elevação) e um preço final do 

produto B, dado como 𝑃𝐵𝑓 (depois da elevação). A elevação percentual do preço do produto B é dada como: 

∆%𝑷𝑩 =
𝑷𝑩𝒇 −𝑷𝑩𝒊

𝑷𝑩𝒊

• Exemplo: suponha que 𝑷𝑩𝒊= 10    e  𝑷𝑩𝒇 = 12 ∆%𝑷𝑩 = 
𝟏𝟐 −𝟏𝟎

𝟏𝟎
= 

𝟐

𝟏𝟎
= 𝟎, 𝟐 𝒐𝒖 𝟐𝟎%

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Seja o preço inicial do produto A dado como 𝑃𝐴𝑖 (o preço do produto A será mantido constante em seu preço 

inicial).

• A variação percentual na quantidade demandada pelo produto A é dada por:

∆%𝑸𝑨 = 
𝑸𝑨𝒇 −𝑸𝑨𝒊

𝑸𝑨𝒊

• Por sua vez, a elasticidade preço cruzada pode ser definida como: 𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩

𝜺𝑷,𝑪 = 

𝑸𝑨𝒇 −𝑸𝑨𝒊

𝑸𝑨𝒊
𝑷𝑩𝒇 −𝑷𝑩𝒊

𝑷𝑩𝒊

= 

∆𝑸𝑨
𝑸𝑨𝒊
∆𝑷𝑩
𝑷𝑩𝒊

= 
∆𝑸𝑨

𝑸𝑨𝒊
. 
𝑷𝑩𝒊

∆𝑷𝑩
= 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
∆𝑸𝑨

∆𝑷𝑩

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Por sua vez, a elasticidade preço cruzada pode ser definida como: 𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩

𝜺𝑷,𝑪 =  

∆𝑸𝑨
𝑸𝑨𝒊
∆𝑷𝑩
𝑷𝑩𝒊

= 
∆𝑸𝑨

𝑸𝑨𝒊
. 
𝑷𝑩

∆𝑷𝑩
= 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
∆𝑸𝑨

∆𝑷𝑩
aproximadamente derivada parcial da função demanda

• Dada a função demanda 𝑄𝐴 (𝑝𝐴 , 𝑝𝐵), a derivada parcial da demanda pelo produto A em relação ao preço 

do produto B:

𝝏𝑸𝑨 (𝒑𝑨 , 𝒑𝑩)
𝝏𝒑𝑩

≅
∆𝑸𝑨

∆𝑷𝑩

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Dessa forma, é possível reescrever a elasticidade preço cruzada utilizando o conceito de derivada parcial:

𝜺𝑷,𝑪 =  

∆𝑸𝑨
𝑸𝑨𝒊
∆𝑷𝑩
𝑷𝑩𝒊

= 
∆𝑸𝑨

𝑸𝑨𝒊
. 
𝑷𝑩

∆𝑷𝑩
= 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩

• Ou seja, a elasticidade preço-cruzada é definida como: 𝜺𝑷,𝑪 = 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 1: Seja a função demanda pelo produto A dada por: 𝑄𝐴 (𝑝𝐴 , 𝑝𝐵) = 500 − 2𝑝𝐴 + 3𝑝𝐵 e os 

preços dados por 𝑷𝑨𝒊= 100    e  𝑷𝑩𝒊 = 80. Calcule a elasticidade preço-cruzada da demanda de A em 

relação ao preço de B.

• Dada a elasticidade preço-cruzada  𝜺𝑷,𝑪 = 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
𝝏𝑸𝑨(𝑝𝐴 ,𝑝𝐵)

𝝏𝒑𝑩

• Vamos iniciar calculando 
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩
= 3 e a quantidade demandada pelo produto A quando 𝑷𝑨𝒊= 100    e  𝑷𝑩𝒊 = 

80:              𝑄𝐴𝑖 (100, 80) = 500 – 2 (100) + 3 (80) = 500 – 200 + 240 = 540

• 𝜺𝑷,𝑪 = 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩
=> 𝜺𝑷,𝑪 = 

𝟖𝟎

𝟓𝟒𝟎
. 3 = 0,44

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 1: Interpretação: voltando para a definição inicial de elasticidade preço-cruzada:

𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩
= 0,44

• Por ex, se o preço do produto B aumentar 10%, ∆%𝑷𝑩 = 10%, podemos calcular a variação na demanda 

pelo produto A a partir da expressão acima:

∆%𝑸𝑨

10%
= 0,44  => ∆%𝑸𝑨 = 0,44 * 10% = 4,4%

Dado um aumento de 10% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá aumentar 4,4% 

(mantendo o preço do produto A constante)

• Qual a relação entre o produto A e o Produto B? São substitutos pois com o aumento de preço do produto 

B (e mantendo o preço do produto A constante), as pessoas passaram a comprar mais o produto A (ou a 

demanda pelo produto A aumentou)

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 1: Interpretação: 

• se o preço do produto B aumentar 1%, ∆%𝑷𝑩 = 1%, podemos calcular a variação na demanda pelo produto 

A a partir da expressão acima:

∆%𝑸𝑨

1%
= 0,44  => ∆%𝑸𝑨 = 0,44 * 1% = 0,44%

Dado um aumento de 1% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá aumentar 0,44% 

(mantendo o preço do produto A constante)

• se o preço do produto B diminuir 5%, ∆%𝑷𝑩 = -5%, podemos calcular a variação na demanda pelo produto 

A a partir da expressão acima:

∆%𝑸𝑨

−5%
= 0,44  => ∆%𝑸𝑨 = 0,44 * (-5%) = -2,2%

Dada uma diminuição de 5% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá diminuir 2,2% 

(mantendo o preço do produto A constante)

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 2: Seja a função demanda pelo produto A dada por: 𝑄𝐴 (𝑝𝐴 , 𝑝𝐵) = 1000 − 2𝑝𝐴
2 − 5𝑝𝐵 e os preços 

dados por 𝑷𝑨𝒊= 10    e  𝑷𝑩𝒊 = 5. Calcule a elasticidade preço-cruzada da demanda de A em relação ao preço 

de B.

• Tem-se que:
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩
= -5   e 𝑄𝐴𝑖 (10, 5) = 1000 – 2 (10)2 – 5 (5) = 1000 – 200 – 25 = 775

𝜺𝑷,𝑪 = 
𝑷𝑩𝒊

𝑸𝑨𝒊
. 
𝝏𝑸𝑨

𝝏𝒑𝑩
= 

𝟓

𝟕𝟕𝟓
. (-5) = 

−𝟐𝟓

𝟕𝟕𝟓
= −𝟎, 𝟎𝟑𝟐𝟐

• Por ex, se o preço do produto B aumentar 1%, ∆%𝑷𝑩 = 1%, podemos calcular a variação na demanda pelo 

produto A a partir da expressão:

𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩
= -0,0322  => 

∆%𝑸𝑨

1%
= -0,0322 => ∆%𝑸𝑨 = -0,0322 * 1% = -0,0322%

Dado um aumento de 1% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá diminuir 0,0322% 

(mantendo o preço do produto A constante)

EACH



2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 2:

• Se o preço do produto B aumentar 5%, ∆%𝑷𝑩 = 5%, podemos calcular a variação na demanda pelo produto 

A a partir da expressão:

𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩
= -0,0322  => 

∆%𝑸𝑨

5%
= -0,0322 => ∆%𝑸𝑨 = -0,0322 * 5% = -0,161%

Dado um aumento de 5% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá diminuir 0,161%, 

mantendo o preço do produto A constante.

• Se o preço do produto B diminuir 10%, ∆%𝑷𝑩 = -10%, podemos calcular a variação na demanda pelo 

produto A a partir da expressão:

𝜺𝑷,𝑪 = 
∆%𝑸𝑨

∆%𝑷𝑩
= -0,0322  => 

∆%𝑸𝑨

−10%
= -0,0322 => ∆%𝑸𝑨 = -0,0322 * (-10%) = 0,322%

Dada uma diminuiçao de 10% no preço do produto B, a demanda pelo produto A irá aumentar 0,322%, 

mantendo o preço do produto A constante.
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2. Elasticidade Preço-Cruzada (continuação)
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• Exemplo 2:

• Qual a relação entre o produto A e o Produto B? 

São produtos complementares pois com o aumento de preço do produto B (e mantendo o preço do produto A 

constante), ocorreu diminuição  da demanda do produto A. ex: demanda por carro e preço da gasolina

OU com a diminuição do preço do produto B (e mantendo o preço do produto A constante), ocorreu elevaçao

da demanda do produto A

EACH


