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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

Motivacdo: Deseja-se construir um modelo para explicar
@ Y: valor de mercado de uma casa
utilizando variaveis explicativas
@ /q: area
@ /5: localizacdo
@ /3: valor da casa no ano anterior
@ Z4: qualidade da construcao

Um possivel modelo linear (nos parametros) seria:

Y = Pot+pili+ Bolo+ B3L3+ Pals+ e
H/_/ R/_/
V. resposta componente sistematica erro aleatério
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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

Se coletarmos n observacGes dessas variaveis, podemos escrever

Yi = Bo+ B1Z1i + BaZoj + B33 + Basi +€iyi =1,...,n.

Nomenclatura:
@ Y: varidvel resposta (dependente),
@ [3;: parametros desconhecidos,

e Zj: variaveis explicativas (covariaveis, variaveis independentes),

€;: erro aleatério.
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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

Se coletarmos n observacdes dessas varidveis, podemos escrever

Yi = Bo+ B121i + B2Zoi + B3Z3i + Palai + € i =1,...,n.
Nomenclatura:
@ Y: varidvel resposta (dependente),
@ [3;: parametros desconhecidos,
e Zj: variaveis explicativas (covariaveis, variaveis independentes),
@ ¢;: erro aleatério.
Suposicdes:
o E(¢))=0parai=1,...,n,
o Var(¢;)) =oc0% parai=1,...,n,
o Cov(ej,ej)=0parai,j=1,...,nei#j.
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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

Poderiamos estender esse modelo para p covariaveis,

Yi = Bo+ P1Zii + Poloi+ ...+ Bppi +€iyi =1,...,n.

Note que a variavel resposta Y; é unidimensional.
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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

Poderiamos “empilhar" os dados de n individuos em linhas. Teriamos
entdo matricialmente

Y1 1 le A le 50 €1
Yo 1 2oy ... 2 €2
y=| |, z=| 7 ol p=| M=
Ya 1 Zn ... Zyp Bp €n
ou seja,
)v/n><1 = Z”X(P+1)§(p+1)><1 +£n><1'
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Modelo de regressao linear miltipla (univariado)

No modelo
Y=Z3+¢e
com as suposicdes
° E(¢e) =0,
e Var(e) = o2,

o estimador de minimos quadrados é dado por

B=Z"2)y'ZTy
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Modelo de regressao linear multivariado

Considere agora que, para cada individuo, sejam observadas m variaveis

respostas, e que cada uma delas tenha uma relacdo linear com as p
covariaveis.

Assim, teriamos m modelos de regressao:

Y1 = Bor + 111 + Borlo + 13 + ... + 1l + €1
Yo = Po2 + 1221 + PooZo + B32Z3 + ... + PBpadp + €2

Ym = /BOm + /Blmzl + B2mZ2 + B3mZ3 +...+ Bpmzp +€em
Para cada um dos n individuos, vamos observar as m variaveis resposta e

as p covariaveis.
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Modelo de regressao linear multivariado

Para cada um dos n individuos, vamos observar as m variaveis resposta e
as p covariaveis. Assim, podemos definir um modelo de regressiao

multivariado

Yoxm = n><(p+1)/8(p+1)><m + €nxm

em que
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Modelo de regressao linear multivariado

Yoxm = n><(p+1)/8(p+1)><m + €nxm
em que

Yii Yi2 ... Yim 1 Zi1 ... le
Yor Yo ... Y5 1 201 ... 25

y=| " T 7 T z=| . " o,
Yi Yoz oo Yom 1 Zuy oo Znp
Bor Bo2 --- DBom €11 €12 ... €Im
P11 Bi2 ... Pim €1 €2 ... €m

B = , €=
Bpl ﬁp2 .. ﬁpm €nl €n2 ... €pm
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Modelo de regressao linear multivariado

Considere
€11 €12 €1m
€21 €22 €2m T
€= = s(1)""’f§(n)]
€nl €n2 ... €nm

=] & = E DA
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Modelo de regressao linear multivariado

Yoxm = Znx(p+1)B(p+1)xm + €nxm J

Suposicdes:
° E(g(l.)) =Qparai=1,...,n,
° Var(g(l.)) =Y parai=1,...,n,
e Cov(e;,€,) =o%lparaik=1,....mei#k.
Ou seja, erros em individuos distintos sdo n3o-correlacionados mas as

observacoes de variaveis diferentes podem ser correlacionadas para um
mesmo individuo.
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Modelo de regressao linear multivariado

Podemos estimar  fazendo

B=(Z"2)1'ZTy.

Exercicio: verifique as dimensdes dos elementos acima.
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Modelo de regressao linear multivariado

As predicdes podem ser obtidas fazendo

Y=23=2(Z"2)"1tZ"Y,

que é linear em Y.

Os residuos sdo dados por

Y- Y=Y-Z2(Z"2)Z"Y=(1-2(Z"2)'z")Y.
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Modelo de regressao linear multivariado

Propriedades:

Se ey ~N(Q,X), i=1,...,r(X)=p+1en>p+1+m,entdo
@ 3=(ZT2)1ZTY €0 EMV de 3.
@ [ tem distribuicdo normal com E(5) = 3.

© 5= (v 2B (v-Zh)
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Modelo de regressao linear multivariado

Somas de Quadrados:
e YTY : somas de quadrados e produtos cruzados total
o YTV : somas de quadrados e produtos cruzados predito

e ¢'¢ somas de quadrados e produtos cruzados do residuo
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Modelo de regressao linear multivariado

Soma de quadrados e produtos cruzados do residuo:
ele=Y'Y-YTY=

=] & = E DA
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Modelo de regressao linear multivariado

Soma de quadrados e produtos cruzados do residuo:
ele=Y'Y-YTY=
=YY - BTXTX5 =
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Modelo de regressao linear multivariado

Soma de quadrados e produtos cruzados do residuo:
le=YTy_—YTy=
=YTY - BTXTX3 =
=YY - YIX(XTX)IXTX(XTX)"IXTY
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Modelo de regressao linear multivariado

Soma de quadrados e produtos cruzados do residuo:
le=YTy_—YTy=
=YTY - BTXTX3 =
=YY - YIX(XTX)IXTX(XTX)"IXTY
=YT(I-H)Y
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Modelo de regressao linear multivariado: Exemplo

Exercicio 7.26 de Johnson & Wichern (2007): Deseja-se explicar a
resisténcia de alguns tipos de fibra de celulose. Em um experimento, foram

obtidas n=62 medidas de fibras de celulose e papel. Esses dados estdo

disponiveis na library robustbase do R sob o nome de pulpfiber. As

variaves s3o:

Yi:
Yo:
Y3:
Ya:
Z1:
Zs:
Z3:
Zs:

comprimento na quebra
médulo de elasticidade
estresse na falha
resisténcia a quebra
comprimento da fibra
fracdo de fibra grossa
fracao de fibra fina

extensdo a tracdo nula
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Modelo de regressao linear multivariado: Exemplo

@ Ajuste modelos de regressdo linear mdltipla com cada variavel
resposta Y; e realize uma andlise de residuos para cada um desses
modelos.

@ Ajuste um modelo de regressdo linear multivariada para o vetor de
respostas (Y1, Y2, Y3, Ya) .
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