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Rede Neural

» Largamente utilizada como modelo para aprendizagem de mdquina
» Grande interesse atual em rede neural (RN): aprendizagem profunda
» Como RN estd relacionada com aprendizagem de maquina

» Aprendizagem de RN com uma unica camada



Rede Neural
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Figure 2: Relagcdo entre aprendizagem de maquina e rede neural.



Nos de uma Rede Neural

» Neurdnio n3o tem a capacidade de armazenar informacgao
» Apenas transmite sinais para outro neurdnio

» O cérebro é uma rede gigante de neurdnios

» A associacdo de neurdnios forma uma informac3o especifica

» A RN reproduz a associacdo dos neurbnios, mecanismo mais
importante do cérebro, usando os pesos



Nos de uma Rede Neural

Cérebro Rede Neural
Neurdnio Né
Conex3o de neurdnios | Peso da conexdo

Table 1: Resumo da analogia entre cérebro e rede neural

Dendritos

Terminal do Axdnio

Axénio Nodo de Ranvier

Bainha de Mielina

Figure 3: Neurdnio (Fonte: MT Ciéncias, circuito itinerante.)



Nos de uma Rede Neural
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Figure 4: Um nd que recebe trés entradas.



Nos de uma Rede Neural

» Node of Ranvier, periodic gap in the insulating sheath (myelin) on
the axon of certain neurons that serves to facilitate the rapid
conduction of nerve impulses

» Neurdnio artificial (Figura 4): circulo e seta denotam o né e o fluxo
de sinal

> X1, x> € x3 S30 0s sinais de entrada
Wi, Wh € W3 S30 0S pesos para os sinais correspondentes

» b é um fator de polarizagio



Nos de uma Rede Neural

» A soma poderada do neurdnio da Figura 4 é calculada da seguinte

maneira
v =(wix1) + (wax2) + (wsx3) + b (1)
v=wx-+b (2)
X1
w=[w wa wz] x= |x (3)
X3

» Este exemplo ilustra a funcdo dos pesos na RN: imita como o
cérebro altera a associacdo dos neurdnios



Nos de uma Rede Neural

» Func3o de ativacdo: determina o comportamento dos nds

y = ¢(v) = ¢(wx + b)



Camadas da Rede Neural

Input Layer Hidden Layers Output Layer

Figure 5: Uma estrutura por camadas dos nés.



Nos de uma Rede Neural

» RN com apenas camadas de entrada e de saida sdo chamadas de RN
com camada simples

» Quando h3a uma camada escondida: shallow or vanilla NN

» Quando ha duas ou mais camadas escondidadas: RN profunda



Camadas da Rede Neural

==

Single-layer Neural Network (Shallow) Multi-layer Neural Network

Deep Neural Network

Figure 6: As definicdes de uma RN dependem da arquitetura das camadas.



Camadas da Rede Neural

ssssss NASA Astronomy Picture of the Day)

Figure 7: Via Lactea.



Camadas da Rede Neural

Figure 8: Neurénio.

DA



Camadas da Rede Neural

» O cérebro é uma rede gigante de neurdnios
» A RN é uma rede de nés

» Quantos neurbnios, aproximadamente, temos no cérebro?



Camadas da Rede Neural

O cérebro é uma rede gigante de neurdnios

A RN é uma rede de nds

| 4
>
» Quantos neurbnios, aproximadamente, temos no cérebro?
» 86 bilhdes de neurdnios

| 4

Quantas estrelas temos na Via Lictea?



Camadas da Rede Neural

» O cérebro é uma rede gigante de neurdnios

> A RN é uma rede de nds

» Quantos neurbnios, aproximadamente, temos no cérebro?
» 86 bilhdes de neurdnios

» Quantas estrelas temos na Via Lictea?

>

Entre 200 e 400 bilhdes



Camadas da Rede Neural

» Considere a seguinte RN com uma camada escondida:

Figure 9: Rede neural com uma Ulnica camada escondida.



Camadas da Rede Neural

» Func3o de ativacao:

@P(x) =x

Figure 10: Fungdo de ativagdo linear de cada né.



Camadas da Rede Neural

» Calcule as saidas da seguinte rede neural:

Figure 11: Célculo da saida a partir da camada escondida.



Camadas da Rede Neural

» Soma ponderada, primeiro né da camada escondida
Soma ponderada: v = (3x1)+(1x2)+1=6
Saida: y = ¢(v)=v=6
» Segundo né da camada escondida

Soma ponderada: v (2x1)+ (4x2)+1=11
Saida: y = ¢(v)=v=11



Nos de uma Rede Neural

» A soma poderada: relagdo matricial

[thercasi B A H R M G

Wx + b (10)

<
Il

pesos do primeiro né 31
B

W= [pesos do segundo né



Nos de uma Rede Neural

» Cilculo das saidas da préxima camada:

Figure 12: Camada oculta.



Nos de uma Rede Neural

» A soma poderada:

= - 14

» Saida da camada oculta:
41
v = ¢(V) =v= |:42:|

» Simplicidade algébrica para tratar problemas complexos

(12)



Aprendizagem de maquina

» Consequéncia de se adotar a func3do de ativac3o linear

IR

= G 3B Bl

= b Al BB AL
= b S Bl e f




Aprendizagem de maquina
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Figure 13: Equivalente a uma RN sem camada escondida.



Aprendizagem supervisionada

Procedimento para treinar uma RN supervisionada
1 Inicialize os pesos com valores adequados

2 Considere a entrada a partir dos dados de treinamento entrada, saida
desejada. Insira esses dados na RN e calcule o erro da saida desejada

3 Ajuste os pesos para diminuir o erro

4 Repita os passos 2 e 3 para todos os dados de treinamento



Aprendizagem supervisionada

Training Data
{ Input, Correct output }

/— Error ——

Input —>

Weight Update —|

— Output —>(
A

4

v

+

Correct output

Figure 14: O conceito de rede supervisionada.



Treinamento de uma RN com uma camada

» Regra de aprendizagem ¢ vital na pesquisa de RN

» Regra Delta: regra de aprendizagem representativa de uma RN com
uma camada

Figure 15: RN com uma camada



Treinamento de uma RN com uma camada

"Se um né de entrada contribue para o erro do né de saida, o peso entre
os dois nés é ajustado em proporgdo ao valor da entrada, x; e o erro de
saida, ¢;."”

Wi < wij + aeix; (18)

» x; = saida do né de entrada j, (j=12,3)
» ¢ = erro do nd de saida i
> w; = peso entre o né de saida i e o né de entrada j

» « = taxa de aprendizagem (0 < o < 1)
(baixa, aprendizagem lenta / alta, aprendizagem répida)



Exemplo

5 D\Wn

Xy O—Wpp—> Ko e=di- Y
Wi3

X

Figure 16: Rede neural com uma tnica camada com trés nés de entrada e um
né de saida.



Exemplo

Regra delta

Wiy < Wy + aerxp
Wip — Wyo + aerxp

Wi3 < Wi3 + aerx3



Resumo do processo de treinamento usando a regra delta para uma rede
com uma (nica camada

» 1. Inicialize os pesos com valores adequados

» 2. Considere x;, d; e calcule

e =di—y

» 3. Calcule as taxas de ajuste dos pesos

Awj = aeix;

> 4. Ajuste os peso com

Wij < wjj + AW,'J' (22)

» 5. Execute os passos 2-4 para todos os dados de treinamento

v

6. Repita os passos 2-5 até que o erro alcance um nivel de tolerancia
aceitdvel



Gradiente descendente

» Epoca: nimero de iteracbes de treinamento

» Exemplo: época = n significa que a rede neural repete o processo de
treinamento n vezes com o mesmo conjunto de dados

> A regra delta é o método do gradiente descendente

Regra delta generalizada

Wij <— wjj + Oz,'é,'Xj (23)
5 = p(vi)e; (24)
» ¢ = erro do nd de saida i

» v; = soma ponderada do né de saida i

> (b = derivada da func3o de ativacdo ¢ do né de saida i



Gradiente descendente
> Considerando a funcio de ativacio linear ¢(x) = x, ¢(x) = 1, entdo

5,-:e,-

» Func3o de ativacdo sigmoidal

1b----
1 /
o) = 1+e X

Figure 17: Fun¢do sigmoidal



Gradiente descendente

» Derivada da fun¢io sigmoidal

Ox(1+e*)—(0—e)

¢(X) = (14 ex)2

1 1
T dren (1‘ 1rer)

= ()1 = ¢(x))

P> Regra delta e ajustes dos pesos

8 = di(vi)ei = (v;)(1 — ¢(v;))e;
wij = wi + ¢(vi)(1 — ¢(vi))eix;

)



Método Gradiente Descendente Estocastico (GDE)
» Calcula o erro para cada dado de treinamento e ajusta os pesos
imediatamente

> Se tivermos n pontos de dados de treinamento o GDE ajusta os
pesos n vezes

} Weight Update — Training

Training Data

Figure 18: Como o ajuste dos pesos do GDE est3 relacionado com o conjunto
dos dados de treinamento



Método Gradiente Descendente Estocastico (GDE)

» O GDE calcula os ajustes dos pesos com

Awj = adix;



Método batch

» No método batch, cada ajuste de peso é calculado para todos os
erros dos dados de treinamento

» A média dos ajustes dos pesos é usada para ajustar os pesos

Average of Weight Updates
— Training

Training Data

Figure 19: O método batch calcula o ajuste dos pesos e processo de
trainamento.



Método batch

» Utiliza todos dados de treinamento e ajusta os pesos uma lncia vez

» O calculo dos pesos é feito da seguinte maneira:

N
1
k=1

sendo Ajj(k) é o ajuste do peso para o k-ésimo dado de treinamento
e n é o nimero total dos dados de treinamento

» Cilculo da média dos ajustes dos pesos: maior consumo de tempo



Método batch

» Utiliza todos dados de treinamento e ajusta os pesos uma lncia vez

» O calculo dos pesos é feito da seguinte maneira:

N
1
k=1

sendo Ajj(k) é o ajuste do peso para o k-ésimo dado de treinamento
e n é o nimero total dos dados de treinamento

» Cilculo da média dos ajustes dos pesos: maior consumo de tempo



Exemplo 1

5 D\Wn

Xy O—Wpp—> Ko e=di- Y
Wi3

X

Figure 20: Rede neural com uma tnica camada com trés nés de entrada e um
né de saida.



Exemplo 1

[ e % 9]
0 0 1 0
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 1 1

» Regra delta - fungdo sgmoidal

6 = o(vi)(1—o(vi))e;
AW,'J' = Oé(s,'XJ'

» Aplicagdo dos métodos GDE e batch



Exemplo 1

Método do Gradiente Descendente Estocastico



- This program calls in the function DeltaBatch.m for supervised training
of a neural network.

clear all clc
X=[001011;101,111];D=10;0; 1; 1];
W = 2*rand(1, 3) - 1;

- Training (adjusting weights):
for epoch = 1:10000

W = DeltaBatch(W, X, D);
end

- Inference:

N = 4;

y = zeros(N,1);

for k = 1:N

x = X(k, 1)

v = W*x;

y(k) = Sigmoid(v); - obtained

output.

end

disp('Results:"); disp(’ [desired neuron,utput]’); disp([Dy]);



function W = DeltaBatch(W, X, D)

alpha = 0.9;
dWsum = zeros(3, 1);
N = 4;
for k = 1:N
x = X(k,:);
d = D(k);
v = Wxx;
y = Sigmoid(v);
e = d—y;
delta = yx(l—y)x*e;
dW = alphax delta x x;
dWsum = dWsum + dW;
end

dWavg = dWsum/N;

W(1) = W(1) + dWavg(1);
W(2) = W(2) + dWavg(2);
W(3) = W(3) + dWavg(3);
end



function y = Sigmoid(x)

y=1/(1+ exp(-x));
end

Resultado:

H saida real d; ‘

0.0102_ 0
0.0083 0
09932 1
09917 1

[ v w  w

H 0.5649 -02084 -4.5752 H




Exemplo 1

Método Batch



Exemplo 1

- This program calls in the function DeltaBatch.m for supervised training of a
neural network.

clear all; clc
X=[001011;101;111]; D=[0;0; 1; 1];
W = 2*rand(1, 3) - 1;

for epoch = 1:40000
W = DeltaBatch(W, X, D);
end

- Inference:

N = 4;

y = zeros(N,1);

for k = 1:N

x = X(k, :);

v = W*x;

y(k) = Sigmoid(v);
end

disp('Results:");
disp(’[desired neuron-output]’);
disp([D y]);



Exemplo 1

function W = DeltaBatch(W, X, D);

alpha = 0.9;

dWsum = zeros(3, 1);
N = 4,

for k = 1:N

x = X(k, 1)’

d = D(K);

v = W*x;

y = Sigmoid(v);
e=d-vy;

delta = y*(1-y)*e;

dW = alpha*delta*x;
dWsum = dWsum + dW;
end

dWavg = dWsum/N;

W(1) = W(1) + dWavg(1);
W(2) = W(2) + dWavg(2);
W(3) = W(3) + dWavg(3);
end



Resultado:

H saida real d; ‘

0.0102 0
0.0083 0
1
1

0.9932
0.9917

[w v w ]

H 0.5642 -02088 -4.5746 H




Comparacao entre GDE e Batch
Erros médios



Exemplo 1

0.3

0.25

0.2

0.15

Average of Training error

Figure 21: O método Gradiente Descendente Estocdstico aprende mais rapido
que o método Batch.



Exemplo 1

- The weights of both methods are initialized with the same values.

X=[001;
011;
0
1

Rl

0;0; 1; 1];
1 = zeros(1000, 1);
2 = zeros(1000, 1);
1 = 2%rand(1, 3) - 1;
2 = WI;
for epoch = 1:1000
W1 = DeltaSGD(W1, X, D);
W2 = DeltaBatch(W2, X, D);
esl = 0;
es2 = 0;
N = 4;
for k = 1:N
x = X(k, 1)";
d = D(k);
vl = W1*x;
yl = Sigmoid(v1);
esl = esl + (d - y1)%
v2 = W2*x;
y2 = Sigmoid(v2);
es2 = es2 + (d - y2)2;
end
El(epoch) = esl/N;
E2(epoch) = es2/N;
end

mmo®r+—

==



plot(EL, 'r', 'LineWidth', 1.5)
hold on

plot(E2, 'b:', 'LineWidth’, 1.5)
xlabel("Epoch’)

ylabel('Average of Training error’)
legend('SGD’, 'Batch’)



Limitacdes das RNs com camadas simples

X1
\ W1
X2 Wy

Figure 22: Rede neural com uma tnica camada.



Limitacdes das RNs com camadas simples

Y
1 dmmmmmmmmm e - : )
<>(-0-1) : (1,1)
/0\ /1.\ >
~17(0.0) 1.0 X

Figure 23: Interpretando os trés valores dos dados de entrada com as
coordenadas X, Y e Z.



Limitacdes das RNs com camadas simples

(

R

Figure 24: Separacdo das regides 0 e 1 - Curva complicada.



Limitacdes das RNs com camadas simples

@ @

(0,1) 1 (1.1)
/0\ /1:\ >
\/(0,0) k/(1 0 X

Figure 25: Dados de treinamento para a regra Delta.



Limitacdes das RNs com camadas simples

Y N
0 _________ s
C (0,1) (1,1)
o D .
\/(0,0) \/(1,0) X

Figure 26: Problema de dados linearmente separdveis. Se n3o for separavel, a
RN necessita mais camadas.



Treinamento de uma RN com miiltiplas camadas



RN com miuiltiplas camadas

> Consegue classificar classes n3o linearmente separdveis (limitacdo da
RN com uma tnica camada);

» Presenca de camadas escondidas (intermedidrias):

» Neurdnios escondidos extraem a maior parte das informagdes
contidas nas amostras;

» Principais aplicagdes: classificador, aproximador de fungdes,
otimizagdo, previsdo de séries temporais, identificacdo e controle de
processos;

» Treinamento supervisionado: algoritmo back-propagation.



Algoritmo back-propagation

» A regra Delta sozinha n3o consegue treinar uma RN multicamadas:
» N3o s3o definidos erros para camadas escondidas;

» O algoritmo back-propagation define os erros para as camadas

escondidas:
» Uma vez definidos esses erros, a regra Delta pode ser usada para
ajustar os pesos em cada camada;

» Os sinais de entrada e erro de saida fluem em sentidos contrérios:

» Sinais de entrada — sentido direto (forward propagation);

» Sinais de erro de saida — sentido reverso (backward propagation).



Algoritmo back-propagation

Considere a seguinte RN multicamadas com dois neurdnios na camada
escondida e dois neurdnios na camada de saida:

() W /:Q—> 2

(2)
Wi,
2
Woy
o Wy —> Y2
Sinais de Camada Camada  Sinais
entrada escondida de saida desaida

Figure 27: RN multicamadas com uma camada escondida. Fonte: [1].



Algoritmo back-propagation

1°: propagar o sinal de entrada [xl xz] T pela camada

intermediaria.
1 1 1 q
) ] ]
V2(1) wil) (1) X2 ’

217 W
e entdo:
] |e (v
D] - (s

(k)

onde ¢(.) é a fungdo de ativagdo, y; ' é a saida do i-ésimo neurdnio da

.. k) . C s
k-ésima camada, w!) & o peso que conecta o j-ésimo neurdnio da
ji
k-ésima camada neural ao i-ésimo neurdonio da camada anterior.
1 N
Perceba que se k =1, W-(- ) conecta os neurdnios da 19 camada
JI

escondida aos sinais de entrada.)



Algoritmo back-propagation

2°: propagar as saidas da camada escondida para obter os sinais de saida
da rede.
2 2 1
H = W%; Wléi ylili = Woy®,
v2 Wy W' | )2

nl= o)

onde y; é a saida do i-ésimo neurdnio da camada de saida.

e entdo:



Algoritmo back-propagation
3°: calcular os erros e §; (o mesmo da regra Delta) da camada de
saida.
e =di—y, e = dy — ya,
01 = ¢'(vi)es, 2 = ¢'(v2)er,

onde ¢; é o erro obtido pelo i-ésimo neurdnio da camada de saida, d; é o
valor desejado e ¢'(.) é a derivada da fungdo de ativagdo.

N ) e @ " _
Wiy ” Wi ﬁ. e =d-y

(1) 2)

Wis Wiy
] 2)
W“" w 2{1.

. 1 @ -: —d _
sl W) » W a. €, =0, ¥,

Figure 28: RN multicamadas com os ds do back-propagation. Fonte: [1].



Algoritmo back-propagation

4°: calcular os erros e §; (o mesmo da regra Delta) da camada

escondida.
eil) = W11)61 + W21 (52, eél) = W12)(51 + W(2)527
1 1 1 1 1
g () e =g ()
onde vl(l) e v2(1) foram determinados no 1° passo.

1) MMy 2) 8, [ M —d —
Wi 19 . "41 Eb e =4d -

(1) (]
Wi Wip

W21
. s _[s® 2) @ _
L] Wy, —{% Wi ) e,=0,-J,

Figure 29: RN com Js do back-propagation na camada escondida. Fonte: [1].




Algoritmo back-propagation

D) o
1

1
Perceba que ¢; 7 e &; ) podem ser calculados por:

) @ @
€ Wi Wy |:(51:| T |:(51:| o . ~
= = W. = (til para implementacao.
ol ] 5] 3] = e

Obs.: se existirem mais camadas escondidas com diferentes nimeros de
neurdnios, 0 mesmo processo se repete para cada uma delas e os
respectivos deltas sdo calculados.



Algoritmo back-propagation

5°: ajustar os pesos sinapticos da k-ésima camada neural.

AWJ'(fk) = aéfk)xjiv

W w4 aw®),

L. o k .
onde x;; é o sinal que multiplica o peso wi e é ataxa de

i
aprendizagem tal que o € (0,1].



Algoritmo back-propagation

Exemplo: ajuste dos pesos W2(1) e Wl(i).

yﬂ)
— ) O\ @ )
% d1 -4

Figure 30: Ajuste de W21 . Fonte: [1].

Ajuste:
sz(f) = a62y1(1), ( ) W2(f) + sz(f),

1)

onde y;”’ é a saida do primeiro né da camada escondida.



Algoritmo back-propagation

Continuacao.

X
(U P00 W 2)
(e 0 P Wi /Q<— d -,
7

Figure 31: Ajuste de wl(}). Fonte: [1].

Ajuste:

Awlq) = adgl)xl, Wﬁ) — Wﬁ) + Awlq),

onde x; é o primeiro sinal de entrada da rede neural.



Algoritmo back-propagation

Algoritmo:
1. Inicializar os pesos (geralmente de forma aleatéria com
(k) .
Wji € [_17 1])'

2. Apresentar os dados de entrada do conjunto de treinamento e obter
a saida da rede. Calcular os erros de saida e os ds dos neurdnios de
saida:

e=d-—y, §=¢'(v)e

3. Propagar para trds (backward) os Js e calcular os 5(%) da camada
imediatamente a esquerda:

e — wTs 50 = o (v(k)) k).

4. Repetir o passo 3 até alcancar a primeira camada neural escondida
(que fica imediatamente apds a entrada da rede).



Algoritmo back-propagation

Algoritmo (continuag3o):
5. Ajustar o pesos segundo a seguinte regra de treinamento:

Awji = adixji,

wji < wji + Aw;;

6. Repetir os passos 2-5 para cada amostra do conjunto de treinamento
(completar 1 época);

7. Repetir os passos 2-6 até que seja atingida alguma das condi¢bes de
parada (nimero maximo de épocas ou norma minima desejada para
o erro na saida).



Variacoes do back-propagation: termo de momentum

Inser¢do do termo de momentum (m): aumenta a velocidade do
treinamento ao usar a regra delta.

O passo 5 do algoritmo é modificado da seguinte maneira:

Aw = adx,
m=Aw+ 8m~,
W< W+ m,
m < m,

onde m~ é o termo de momentum da iteracdo anterior a atual e
0<p<l.



Variacoes do back-propagation: termo de momentum

Vejamos como o momentum evolui ao longo das iteragdes:

m(t) = _ B Aw(i).

i=1

Note que inicialmente m(t) tem grande contribuicdo no ajuste do peso
(ajuste maior que apenas Aw). Ao longo das iteracdes na época, a
contribuicdo de Sm~ diminui. Logo, m(t) faz o treinamento convergir
mais rapido e mantém a estabilidade.



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

» Percebam que o back-propagation trabalha no sentido de diminuir o
erro da saida = a soma dos erros quadraticos da rede é a funcdo de
custo usada na derivagdo do algoritmo.

» Podemos adotar outra funcdo de custo: entropia cruzada
(cross-entropy):

J= Z[ diln(y;) — (1 = d;)In(1 — y;)] .



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

» A funcdo de entropia cruzada apresenta os termos In(y;) e
In(1 — yj). Logo,

» ¢ necessdrio que 0 < y; < 1;
> geralmente s3o usadas fun¢des sigmdide ou softmax para ativag3o:

e’

- x € R¥.
Zk:l X

softmax(x;) =

» O uso de logaritmos faz com que a entropia cruzada seja mais
sensivel aos erros de saida do que a soma dos erros quadraticos.

» Entropia cruzada apresenta melhor performance;

» Sempre que permitido pelas caracteristicas da aplicacdo, deve-se
escolher regras de aprendizagem baseadas em entropia cruzada.



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Algoritmo back-propagation com fun¢do de custo de entropia cruzada:

1. Inicializar os pesos (geralmente de forma aleatéria com
k
wi) € [-1,1]);

2. Apresentar os dados de entrada do conjunto de treinamento e obter
a saida da rede. Calcular os erros de saida e os ds dos neurdnios de
saida:

e=d-—y, 0 =e;

3. Propagar para trés (backward) os Js e calcular os 5(F) da camada
imediatamente a esquerda:

e — wTs 50 = o (V(k)) k).

4. Repetir o passo 3 até alcancgar a primeira camada neural escondida
(que fica imediatamente apds a entrada da rede).



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Algoritmo back-propagation com fun¢3o de custo de entropia cruzada
(continuac3o):

5. Ajustar o pesos segundo a seguinte regra de treinamento:

Awji = adixj,

wji < wji + Aw;;

6. Repetir os passos 2-5 para cada amostra do conjunto de treinamento
(completar 1 época);

7. Repetir os passos 2-6 até que seja atingida alguma das condi¢bes de
parada (niimero maximo de épocas ou norma minima desejada para
o erro na saida).

Perceba que a unica diferenca entre esse algoritmo e o do
back-propagation com soma de erros quadraticos estd no calculo de § no
passo 2.



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada
Derivacao do algoritmo back-propagation:

ej(n) = dj(n) — yj(n), neurdnio j é um né de saida (28)

E() = 53 () (29
Jjec

sendo neurdnio j e interagdo n. Erro quadratico médio

Exqn(n) = 3 E(0) (30)

Nivel de atividade interna produzida na entrada da n3o linearidade
associada com o neurdnio j é

v(n) = 3 wi(n)yi(n) (31)
i=0

sendo p o nimero total de entradas aplicado ao neurdnio j, excluindo o
threshold. Fun¢3o sinal que aparece na saida do neurdnio j na interagao
n



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Derivacao do algoritmo back-propagation:

Funcdo sinal que aparece na saida do neurdnio j na intera¢iao n

yi(n) = ¢j(n)v;(n)

Correcdo do peso wji:

DE(n) _ OE(n) dei(n) dy;(n) Dvi(n)
dwi(n) ~ Dei(n) Dy;(n) Dv;(n) D ()

(32)



Considerando as respectivas derivadas parciais, temos

Resultado:



Regra delta:

OE(n)
-n 8le_(n)

Aw;ji(n) =

Aw;i(n) = nd;(n)yi(n)

sendo o gradiente §;(n) definido por

OE(n) Oej(n) dy;(n)

%0 = =G (n) Dy;(m) Dv(m)



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Entropia cruzada:

Func3o sinal que aparece na saida do neurdnio j na intera¢ao n

yi(n) = ¢j(n)v;(n)

Correcdo do peso w;i:

0J(n) _ 0J(n) dy(n) dvi(n)

dwi(n) ~ ay;(n) dvi(n) Dwy(n)

J= Z [=djin(y;) = (1 = dj)In(1 — y;)].



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Entropia cruzada:

0J(n) :< d 1-d >8yj(n) ovj(n)
Aw;i(n) yi(n)  1—y;(n)) dvj(n) Ow;(n)

J= Z [=djin(y;) = (1 = dj)In(1 = y;)].



Variacoes do back-propagation: entropia cruzada

Entropia cruzada:

9J(n) _ < (d—yj'(n) ) 9y;(n) Ov;(n)
7

dws(n) — \y (1~ ()} 9 () D ()
o) _ [ d—y() N ovn)
ot~ (I ) 5 5 7
i) ~ A0
Resultado:

o) oy(n)
owi(m) oy I




Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cédigo 1: BackpropXOR.m.
function [W1, W2] = BackpropXOR(W1, W2, X, D)

% This function performs backpropagation SGD training of a neural
network with one hidden layer.

% W1: weight matrix between the input layer and hidden layer.

% W2: weight matrix between the hidden layer and output layer.

% X: inputs for supervised training.

% D: desired outputs.

alpha = 0.9;
N = length(X);
for k = 1:N
x = X(k, )’
d = D(k);

vl = Wl*x;
yl = Sigmoid(v1);



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cédigo 1: BackpropXOR.m (continuacdo).

v = W2*yl;
y = Sigmoid(v);
e=d-y;

delta = y.*¥(1-y).*e;

el = W2'*delta;

deltal = y1.*¥(1-y1).*el;
dW1 = alpha*deltal*x’;
W1 = W1 + dW1;

dW?2 = alpha*delta*yl’;
W2 = W2 + dW2,;

end %for
end %function



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab
Cédigo 2: TestBackpropXOR.m.

% This program calls in the BackpropXOR.m function and trains the
neural network max_epoch times.

clear all
clc

%Inputs:
X=[001011;101,111];

%Desired outputs:
D=1[0;1; 1, 0

%Initialization of weights:
W1 = 2*rand(4, 3) - 1;
W2 = 2*rand(1, 4) - 1;

% Training process (adjusting weights):
max_epoch = 10000;
for epoch = 1:max_epoch %train

[W1, W2] = BackpropXOR(W1, W2, X, D);
end



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cédigo 2: TestBackpropXOR.m (continuag3o).

%Inference:

N = size(X,1);
y = zeros(N,1);
for k = 1:N
x = X(k, )"
vl = Wl*x;
yl = Sigmoid(vl);
v = W2*y1;

y(k) = Sigmoid(v); %obtained output.
end
disp('Results:");
disp(’ [desired neuron_output]');
disp([D y]);



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cédigo 3: BackpropCE.m.
function [W1, W2] = BackpropCE(W1, W2, X, D)

%Backpropagation with Cross Entropy cost function.

alpha = 0.9;
N = size(X,1);
for k = 1:N

x = X(k, :)"; %input x is a column vector
d = D(k); %desired output

vl = Wl*x;
yl = Sigmoid(v1);
v = W2*y1;

y = Sigmoid(v); %out. neuron in output layer.

e=d-y;
delta = e;



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cédigo 3: BackpropCE.m (continuagdo).

el = W2'*delta;

deltal = y1.%(1-y1).*el,
dW1 = alpha*deltal*x’;
W1 = W1 + dWi1,
dW2 = alpha*delta*yl’;
W2 = W2 + dW2;

end %for
end %function



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab
Cédigo 4: TestBackpropCE.m.

% This program calls the BackpropCE.m function and trains the neural
network max_epoch times.

clear all
clc

%Inputs:
X=[001011;101,111];

%Desired outputs:
D=1[0;1; 1, 0

%Initialization of weights:
W1 = 2*rand(4, 3) - 1;
W2 = 2*rand(1, 4) - 1;

% Training process (adjusting weights):
max_epoch = 10000;
for epoch = 1:max_epoch %train

[W1, W2] = BackpropCE(W1, W2, X, D);
end



Algoritmo back-propagation: implementacao em Matlab

Cdédigo 4: TestBackpropCE.m (continuagio).

%Inference:

N = size(X,1);
y = zeros(N,1);
for k = 1:N
x = X(k, )"
vl = Wl*x;
yl = Sigmoid(vl);
v = W2*y1;

y(k) = Sigmoid(v); %obtained output.
end
disp('Results:");
disp(’ [desired neuron_output]');
disp([D y]);



Algoritmo back-propagation: exemplo 1

Executando o cédigo 2 (TestBackpropXOR.m) para realizar a operagio
XOR. RN com 3 entradas, 1 camada escondida com 4 neurdnios e 1
neurdnio na camada de saida.

Figure 32: Rede Neural com uma camada escondida.
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Algoritmo back-propagation: exemplo 2

Executando o cédigo 4 (TestBackpropCE.m) para realizar a operacéo
XOR. RN com 3 entradas, 1 camada escondida com 4 neurdnios e 1
neurbnio na camada de saida.

H saida real H
0.0000

di
0
0.9999 1
1
0

0.9998
0.0004

47913 —3.0530 1.7926 —8.2304] "
—8.8875 4.2080 —1.1488 o _ | 117559
—6.6164 —7.4783 1.9105 | = | —9.1725

6.5946 —9.8156 —2.2504 16.8448

W1l=



Algoritmo back-propagation: exemplo 3

Convergéncia da treinamento com diferentes fungdes de custo: soma dos
erros quadraticos (sum of squared errors) e entropia cruzada (cross
entropy).! RN com 3 entradas, 1 camada escondida com 4 neurdnios e 1
neurdnio na camada de saida.

0.3

== Cross Entropy
====: Sum of Squared Errors
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Epoch

Figure 33: Convergéncia do treinamento com soma dos erros quadraticos e
entropia cruzada.

1Veja o cédigo CEvsSSE.m no repositério da disciplina.



Classificacao usando redes neurais



Caracteristicas do problema

Classificacdo de padrdes:

» Dado um conjunto de entradas, separar as amostras em uma ou
mais classes;

» O nidmero de neurdnios de saida depende do nimero de classes
previamente definidas;

> As saidas serdo sempre grandezas discretas (caso mais simples: saida
bindria);

» Exemplos: classificacdo de imagens, caligrafia, reconhecimento de
voz, agropecudria, etc.?

2Sugestdo: série de documentérios The Age of A.l., disponivel mo Youtube.



Classificacdo com o perceptron simples

A classificacdo com perceptron simples (linico neurbnio) é adequada
quando:

» H3 apenas duas classes (classificagdo bindria) linearmente separdveis;

» Exemplos: filtro de emails spam (normal/spam), aprovacdo de
empréstimos (aprova/ndo aprova), ponto de colheita de frutos
(verde/maduro), etc;

» As classes sdo associadas aos valores extremos da funcdo de ativacio
(fun¢des sigmdide ou sinal = {0,1}).



Classificacdo com o perceptron simples
—6

xl Wl

Y ——{sw

(Fungdo sinal)

W3

X2

Figure 34: Perceptron simples.

u=xwy + xowp — 0,

)1 se xawm +ows —60>0,
Y= —1, se xywy + xowo — 6 < 0.

Fronteira de decisdo:

x1wy +xows — 0 =0 = reta.



Classificacdo com o perceptron simples

% @
@ @ Nae
@ | @\@

XiWq + XoWwy — =0

X1

Figure 35: Fronteira de decisao para duas classes linearmente separdveis.

Obs.: a reta de separabilidade produzida apés o treinamento n3o é
tnica.



Classificacdo com o perceptron simples: limitacoes

. o
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Figure 36: (a) Classes ndo linearmente separaveis. (b) Mais de duas classes.

Solucgdo: perceptron multicamadas.



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: problema X-OR.

X2
_________________ X1 | xo X-OR
0 | 0 | 0 (vermelho)
0] 1 1 (azul)
110 1 (azul)
1 | 1 | 0 (vermelho)

0 1

Impossivel separar as classes usando apenas uma reta!



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: problema X-OR.
Perceptron com uma camada escondida e fun¢3do de ativagdo softmax no
neurénio de saida.

1.0

Figure 37: Resposta do neurdnio de saida para o problema X-OR. Fonte: [2]



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

» Receber uma imagem de dimensao 5 pixels por 5 pixels
representando ndmeros de 1 a 5 e classifica-los corretamente;

» A codificagdo da saida serd feita pelo método one-of-N (ou one-hot);

Figure 38: Fonte: [1].

[10000], [01000], [00100], [00010], [00001].

1 2 3 4 5




Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos.

» Receber uma imagem de dimensdo 5 pixels por 5 pixels
representando ndmeros de 1 a 5 e classifica-los corretamente;

> A codificagdo da saida serd feita pelo método one-of-N (ou one-hot);

Rede com uma camada escondida de 50 neurdnios com fun¢do de
ativagao sigmoidal;

» Func3o de ativagdo softmax nos neurdnios da camada de saida —-
correta interpretacdo probabilistica dos valores;

» O treinamento segue os mesmos passos mostrados nas aulas
passadas.



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

o o - o o u
o - o o o &
= o o o o u

Figure 39: Modelo da rede neural. Fonte: [2]



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

Porque usar a fun¢do softmax e ndo a sigmoidal nos neurdnios da
camada de saida?®

Xi

1
softmax(x,-) = ﬁ S [07 1], Singid(X/) = m S [0, 1], Xj € X.
j=1¢"

Shttps://stats.stackexchange.com/questions/233658 /softmax-vs-sigmoid-function-
in-logistic-classifier



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

Porque usar a fun¢do softmax e ndo a sigmoidal nos neurdnios da
camada de saida?®

Xi 1
softmax(x;) = ,37 € [0,1], sigmoid(x;) = ——— €0,1], x; € x.
j=1 €9 l+em

[ 2 0.6590

v=|1| = ¢(v)= [0.2424| (probabilidade; soma é sempre 1),
0.1] *ftme 0.0986
1 0.7311

v= |1l = ¢(v)= [0.7311| (ndo é probabilidade).
_1 sigmdide 0.7311

Shttps://stats.stackexchange.com/questions/233658 /softmax-vs-sigmoid-function-
in-logistic-classifier



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

Porque usar a fun¢do softmax e ndo a normalizacdo nos neurdnios da
camada de saida?*

eXi X
softmax(x;) = W, std_norm(x;) = W(x)’ X; € X.

“https://stackoverflow.com/questions /17187507 /why-use-softmax-as-opposed-to-
standard-normalization



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos.

Porque usar a fun¢do softmax e ndo a normalizacdo nos neurdnios da
camada de saida?*

eXi X

softmax(x;) = W, std_norm(x;) = W(X)’ X; € X.

[ 2] 0.6590 20 1

vi= |1 = ¢(v1) = [0.2424]| v, = [10| = p(v2) = |0

-0'1_ softmax 0.0986 1 softmax 0
[ 2] 0.6559 20 0.6559
vi=|1| = ¢(n)=]05800|,vn=|10] = ¢(v) = |{0.5800
0.1] ™™ 0.5081 1] 0.5081

“https://stackoverflow.com/questions /17187507 /why-use-softmax-as-opposed-to-
standard-normalization



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos. Cédigo MultiClass.m:
function [W1, W2] = Multiclass(W1, W2, X, D)

alpha = 0.9;
N = size(X,3); %number of samples
for k = L:N

x = reshape(X(:, :, k), 25, 1); %reorganizes the k-th sample
%into a 25x1 vector

d = D(k, :)"; %desired output

vl = Wl*x;

yl = Sigmoid(vl);

v = W2*y1;

y = Softmax(v);

e=d-y;

delta = e;



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos. Cédigo MultiClass.m
(continuagdo):

el = W2'*delta;

deltal = y1.%¥(1-y1).*el;
dW1 = alpha*deltal*x’;
W1 = W1 + dW1,;
dW?2 = alpha*delta*yl’;
W2 = W2 + dW2;

end %for

end %function



Classificacao com perceptron multicamadas
Exemplo: identificagdo de digitos. Cédigo TestMultiClass.m:

clear all
close all
clc

rng(3);

% The input set consists of five 5x5 pixel squares.
%0: white pixel; 1: black pixel. X = zeros(5, 5, 5);
X, :1)=[01100;

00100;

00100;

00100;

01110]; %1
X, :2)=[11110;

00001,

01110;

10000;

11111]; %2



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos. Cédigo TestMultiClass.m
(continuagdo):

X, :3)=[11110;
00001,
01110;
00001,
11110]; %3

X(:, 5, 4)=[00010;
00110;
01010;
11111;
00010]; %4

X(::5)=[11111,
10000;
11110;
00001,
11110]; %5



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos. Cédigo TestMultiClass.m
(continuagdo):

% Desired outputs mapped via one-hot encoding (or 1-of-N

encoding):

D=[10000; %1
01000; %2
00100; %3
00010; %4

0000 1]; %5

% Weights initialization:
W1 = 2*rand(50, 25) - 1; %(hidden neurons) x (inputs)
W2 = 2*rand( 5, 50) - 1; %(outputs) x (hidden neurons)

% Training process:
max_epoch = 10000;
for epoch = 1:max_epoch
[W1, W2] = MultiClass(W1, W2, X, D);
end



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos. Cédigo TestMultiClass.m
(continuagido):

% Inference:

N = size(X,3);
y = zeros(N,size(D,2));
for k = 1:N
x = reshape(X(;, :, k), 25, 1);
vl = Wl*x;
yl = Sigmoid(v1);
v = W2*y1;

y(k,:) = Softmax(v);
end
disp('Results:"); disp(’ [desired]:"); disp(D);
disp(’ [network_output]:"); disp(y)
%% Showing images
fori=1:N
comparelmages(X(:,:,i), y(i,:));
end



Classificacdo com perceptron multicamadas
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Figure 40: Imagens de entrada e saida.
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Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificacdo de digitos. Cédigo RealMultiClass.m: testa a rede
treinada quando s3o inseridas imagens corrompidas.

clear all; close all; clc
TestMultiClass; %get trained weights W1 and W2.

X = zeros(5, 5, 5);

X, :1)=[00110;
00110;
01010;
00010;
01110];

Xt 52)=[11110;
00001,
01110;
10001;
11111];



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos. Cédigo RealMultiClass.m
(continuagdo):

X, :3)=[11110;
00001,
01110;
1000 1;
11110];

X(::,4)=[01110;
01000;
01110;
00010;
01110

X(::5)=[01111,
01000;
01110;
00010;
11110];



Classificacao com perceptron multicamadas

Exemplo: identificagdo de digitos. Cédigo RealMultiClass.m
(continuagido):

% Inference:

N = size(X,3);
y = zeros(N,5); %5 because of the one-hot encoding method.
for k = L:N

x = reshape(X(, :, k), 25, 1);

vl = Wl*x;

yl = Sigmoid(v1);

v = W2*y1;

y(k,:) = Softmax(v);
end

disp('Results:");
disp(’ [network_output]:");
disp(y)
%% Showing images:
fori = 1:N
comparelmages(X(:,:,i), y(i,:));
end
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Figure 41: Imagens de entrada e saida.
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