Capitulo 4

Primeiro Contato com Projeto Hg

Neste capitulo, apresentamos como traduzir especificacoes de sistemas de con-
trole em malha fechada em termos da funcao sensibilidade S utilizando-se a
chamada funcdao peso de desempenho. O problema é formulado em termos da
planta nominal. Também apresentamos, sem profundidade matemdtica, mas
suficiente para utilizacdo, a primeira técnica de projeto Hs, que € o método
de sensibilidade mista S/KS. Também apresentamos dois exemplos de projeto
utilizando-se fungoes do MATLAB, e por fim apresentamos resultados tedricos
que colocam limites no desempenho de sistemas em malha fechada, sobretudo
0s que tém plantas de fase nao-minima e/ou instdveis.

4.1 Primeiro Problema: Maximizacao de Robustez de Esta-
bilidade

Do que foi visto até agora, a robustez de estabilidade de um sistema SISO pode ser medida
por:

1
L(jw)

de modo que quanto menor for esse nimero, maior é a robustez de estabilidade do sistema.
Seria interessante projetar um controlador K (s) tal que a robustez fosse maxima. Trata-se
entao de um problema de otimizacao. Entretanto, o espaco de busca nesta otimziacao
(que é o espago dos possiveis controladores) somente pode conter os controladores que
estabilizam internamente o sistema, ou seja, € o espago que foi definido na se¢io 2.6.4, Em
outras palavras, o problema de otimizagao é:

|S]lc = max|S(jw)| = max

min ||.S
min 51|
onde K(s) € C€¢. Sera que conseguimos encontrar algum algoritmo pratico que fornega
tal controlador ?

Mesmo antes de resolver este problema, podemos concluir algumas coisas:

1. J& sabemos que em geral |S(jw)| dever& assumir valores proximos de 1 em algumas
faixas de frequéncia, pois senao o sistema em malha fechada nao teria bom desempe-
nho (nao rejeitaria bem os ruidos de medida). Entao podemos dizer que ||.S|| tende
a ser maior que 1.
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2. E muito comum que |S(jw)| tenha picos de ressonancia. Para alguns casos, quando
a planta é de fase ndo-minima ou instével, esses picos tendem a ser maiores ainda,
ou seja, por mais que se busque uma solugao 6tima, ha limites inferiores para ||.5]|oo
(isto sera melhor visto na parte sobre restricoes de desempenho). Nao é incomum
portanto que ||S|[oo > 1.

4.2 Problemas de Otimizacao Precursores

O problema acima ainda nao estd completo. Se assumirmos que conseguirmos achar
uma resposta a esse problema de otimizacao, ele somente seria um controlador o mais
robusto possivel (em termos de estabilidade), mas nao atenderia nenhuma especificagao de
desempenho.

4.2.1 Inclusao de Especificacao de Desempenho

A Eq. (1.2)), que relaciona o erro teérico com o sinal de referéncia, é:

E,=—-SR+ SG4D —TN, (4.1)

Deste modo, a funcao sensibilidade S relaciona o erro com referéncia e erro com
disttrbio. Deste modo, o desempenho desejado para o sistema em MF deve ser traduzido
em um formato adequado para |S(jw)|. Como foi dito, deseja-se que |S(jw)| < €1 abaixo de
uma certa frequéncia w,, onde €1 > 0 é bem pequeno, para se ter atenuacao de disturbios
bem como pequeno erro estacionario. Acima de uma frequéncia wy, > w,, deseja-se que
|S(jw)] — 1 de modo a ter |T'(jw)| < €2, com €2 > 0 bem pequeno, de modo a atenuar o
ruido de medicao.

A estratégia adotada em controle H consiste em impor um limite superior para |S(jw)|
em cada frequéncia, da forma:

[SGw)l < 1/[Wp(jw)l; (4.2)

onde W) (jw) ¢é estével e tem uma caracteristica passa-baixas (ao se inverter essa funcao,
torna-se um passa-altas). Esta funcao W, (jw) é conhecida como fun¢do peso de desempe-
nho. Se passarmos multiplicando a funcao peso em (4.2)), teremos:

[SG)Wp(jw)| = [SGu)Wp(jw) <1 (4.3)

De fato, a condigao ([4.3) seria automaticamente atendida se ||SW,||oo < 1. Seréa entao
que nao seria mais razodvel buscar solucionar o seguinte problema de otimizacao:

in | SW, 44
min [|SW (4.4)

onde K(s) € CEq ?

De fato, se o algoritmo de otimizagao retornasse um controlador K (s) tal que [[SWp||s <
1, ou proximo disso, estariamos satisfeitos, pois assim as especificagOes estariam garantidas.
Mas este sistema nao teria mais robustez de estabilidade méaxima, porque passamos a
ponderar os valores de |S(jw)|. Entretanto, escolhas adequadas de W, (jw) podem fazer
||S]lec Pequeno o suficiente para se ter boa robustez de estabilidade.
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4.2.2 Solugoes suboétimas

Achar um controlador K*(s) que resolva o problema de otimizagao em é uma tarefa
computacionalmente muito complicada. De fato, pode ser provado que o tempo que
um algoritmo levaria par encontrar a solucao tende a infinito. Entretanto, uma solug¢do
subdtima, na grande maioria dos casos, é mais que suficiente para os nossos objetivos.

De fato, se ymin € 0 minimo atingido pela funcao ||SW) ||, para qualquer valor v > Ymin
temos uma solugao subdtima. Pode-se mostrar, em uma solugad subdtima, que:

1S(jw)| < —1—

(W (jw)l
de modo que se acharmos um K (s) tal que v ~ 1, as especificagoes estariam parcialmente
atendidas.
Deste modo, precisamos de um algoritmo que forneca uma solugao subdtima para
o problema, e nao necessariamente a solugao 6tima. O que veremos é que existe um
algoritmo, a ser apresentado mais adiante, que fornece sucessivas solugoes subdtimas que
vao aproximando de ymin € que teoricamente convergiria para ele.

4.2.3 Funcgoes Peso de Desempenho Tipicas

Para que as especificacoes de desempenho sejam atingidas no projeto o6timo Hyo, €
necessario que, ao final, [S(jw)| esteja abaixo de |[W,!(jw)|, como esta representado
na Fig. , o que é equivalente a dizer que foi achado um controlador K*(s) tal que
[WpS™[loe < 1.

A fungdo peso representada na Fig. [{.I] é chamada de primeira ordem, pois possui
apenas um poélo e um zero. Note que na figura esté representada a inversa (na verdade, as
suas assintotas). Esta fun¢do tem a expressdo matematica dada por:

S + w*
Wp(s) = s]\{{— AwZB

Neste caso, os parametros tém uma interpretacao bastante simples:

1. Para baixas frequéncias, o ganho de I/Vp(s)_1 é aproximadamente A. Portanto,

quando menor fizermos este parametro, menor estamos querendo |S(j0)|, e portanto,
menor o erro estacionério.

2. Para altas frequéncias, o ganho de W,(s)™! é aproximadamente M. Quanto menor
fizermos este valor, menor estamos querendo [|.S||~, 0 que acaba implicando em um
sistema menos oscilatorio (e maior robustez de estabilidade). Entretanto, é preciso
lembrar que valores pequenos de |||/ (proximos ou abaixo de 1) podem nao ser
vidveis por restrigoes de desempenho (sistemas de fase ndo-minima ou instéveis).

3. Para médias frequéncias, o pardmetro wp determina o comportamento. Como se
pode ver na Fig. o valor da banda-passante de S (ou seja, wp) vai tender a estar
entre Awp e Mw}; se as especificacoes forem atendidas, de modo que quanto maior
wpg, maior tende a ser wp. Com isto, quanto melhor queremos que seja a fidelidade
do sistema (capacidade de seguir os sinais de referéncia e rejeitar disttirbios), maior
fazemos wp.

Deste modo, com estes trés parametros A, M e w}, podemos especificar bem um sistema
de controle em malha fechada, pois podemos impor um erro esticionario ao degrau tao
pequeno quanto se queira, especificar regime transitorio e robustez de estabilidade [SP05].
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Figura 4.1: Funcao Peso de Desempenho de Primeira Ordem e Func¢ao S

4.2.4 Fungoes Peso de Controle

Outra vantagem, como ja foi dito, da metodologia H., é que podemos levar em conta no
projeto o esfor¢o de controle. Conforme vimos anteriormente em (|1.3]), o sinal de controle
no sistema em malha fechada é dado por:

U=KS(R—GyD - N),

ou seja, se queremos que o esforco de controle seja pequeno, ou para nao saturar os atu-
adores, ou para economizar energia, devemos também ponderar a funcao de transferéncia
K(s)S(s). Podemos entao adotar a mesma técnica da funcao peso (agora, func¢ao peso de
controle) de modo que:

1

|K (jw)S(jw)| < W]

o que é equivalente a [|[KSWy|loo < 1.
Se queremos que o sinal de controle tenha pouca energia de controle nas altas
frequéncias, fazemos com que |W,(jw)| seja alto nestas frequéncias, e vice-versa.

4.3 Problema de Sensibilidade Mista S/KS

Conforme foi dito, o que se pode obter na pratica (através de um algoritmo que sera
apresentado mais adiante) é um controlador sub6timo K (s) que corresponde a um valor
|ISWhlleo =¥ > Ymin. Entretanto, nada impede que este controlador possa gerar sinais de
controle u(t) com valores muito altos e que gastam uma quantidade ilimitada de energia.
Deste modo, a retricao |[W, K S| < 1 deve ser juntada ao problema.

Mostra-se que podemos incluir esta retrigdo no funcional a ser minimizado da seguinte
forma:

Seja a matriz de funcoes de transferéncia:

NG = | s |

Pode-se mostrar que, para matrizes deste tipo, tem-se que:
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1V ]joo = max \/IWp(jw)S(jc«))|2 + W (jw) K (jw) S(jw) %, (4.6)

de modo que se garantirmos que || N||s < 1, teremos as especificagoes satisfeitas, bem como
robustez de estabilidade. Como estamos buscando solugoes subotimas, tal que | Nl < 7,
e quanto mais proximo v for do valor um, melhor. Nesta situagdo, tem-se que

1S <~/Wp(w))]

[KS(jw)| <~/ [Wu(w))|

H& algoritmos que buscam, o sub-6timo de forma iterativa, com algum critério de
parada. Eventualmente, apés varias iteracoes, v pode ficar proximo de um, ou até menor
(quem sabe até chegue proximo do 6timo), o que também satisfaz as especificagoes. Se, por
outro lado, o melhor valor de v a que se chegar for muito acima de um, ha algum problema
com as especificacoes, pois nao podem ser atendidas num tempo razodvel. O algoritmo
de Doyle, como apresentado em [ZD98| busca encontrar um controlador na forma de
realimentacao de estados com observador, através da solucao de duas equagades algébricas de
Riccati (ARE), que seré estudado com mais detalhes mais adiante. Entretanto, ha também
a abordagem por desigualdades matriciais lineares (ou LMI) que é bastante popular [DP13].

4.4 Exemplo Completo de Projeto

Neste exemplo, iremos resolver com mais detalher o problema 2.17 do livro do Skogestad,
segunda edicao, versdo 2005 (pag. 64). Deseja-se resolver o problema de sensibilidade
mista S/K .S, onde se d4 um formato adequado para a fungao sensibilidade S, assim como
na funcdo de transferéncia KS do sinal de controle. Iremos usar a funcdo mixsyn do
Matlab Robust Control Toolbox®.

Descrigao da Planta
Seja a planta dada pela funcao de transferéncia

B 200
"~ 0.02583 + 1.002s2 + 10.1s + 1

que é uma planta de terceira ordem e de fase minima. Os correspondentes diagramas de
Bode sao apresentados na figura [4.2]

Supondo realimenta¢do unitéria e controlador unitério, ou seja K (s) = 1, nota-se que a
frequéncia de cruzamento de fase é w5, = 20.1rad/s, a margem de ganho é GM = 6.11dB,
a frequéncia de cruzamento de ganho é w, = 13.6rad/s e a margem de fase ¢ PM =
21.8 graus. Como nao estamos considerando modelo de incertezas na planta, vamos usar as
especificacoes classicas de robustez de estabilidade, que recomendam 30 < PM < 60 graus
e GM > 6dB.

As funcoes de transferéncia em malha fechada S(s) (fungao sensibilidade) e T'(s) (fungao
sensibilidade complementar), sdo apresentadas na figura[f.3] Nota-se que S|l = 10.2dB,
o que esta acima do valor recomendado classicamente (que deve ser no maximo 6dB) e
IT]|o0 = 9.02dB, (que deve ser no maximo 2 dB).

A banda passante retirada de S(s) é dada por wp = 8.65rad/s, e a resposta ao degrau
¢ apresentada na figura [4.4] Espera-se que uma diminui¢ao do valor de [|S||s va diminuir
a porcentagem de sobressinal (que esta acima de 50%).

G(s)
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Diagramas de Bode de G(s)
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Figura 4.2: Diagramas de Bode da Planta G(s)
Diagrama de S(s) e T(s) com Controlador Unitario
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Figura 4.3: Diagramas de Bode de S(s) e T'(s)

Primeiro Projeto

Vamos inicialmente propor a funcao peso W), (s) proposta como no exemplo do Skogestad,
onde A = 0.0001, M = 1.5 e wj; = 10. Neste caso, o novo valor em baixas frequéncias de | 5|
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Resposta ao Degrau de MF com Controlador Unitério

1.6

14r :

1.2F :

Amplitude
o
[e0)

0.6 .

0.4 .

0.2 : .

O 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5

Time (sec)

Figura 4.4: Resposta ao Degrau para o sistema em MF

serd 20log A = —80dB e o maximo valor sera de 20log M = 3.52 dB. Estas especificacoes
implicam que a banda passante serd um pouco maior que a do sistema original (com controle
unitario), um erro estacionario menor e ||S| s limitado superiormente por 3.52dB. Além
disso, vamos especificar que W,, = 1, o que vai limitar superiormente a fungao |KS(jw)|
em .

Os diagramas de Bode da funcao sensibilidade original e da funcdo peso com as
especificages sdo apresentados na figura [4.5]

Apos aplicar o algoritmo, o valor atingido de v = 1.37, de modo que as especificagdes
nao vao ser exatamente agindidas, entretanto, veremos que o resultado nao ficou tao ruim.
O valor |||« ficou 2.29 dB, como pode ser verificado na figura[4.6] A banda passante ficou
wp = b.74rad/s, o que ¢ inferior ao que era anteriormente (o que vem do fato de v maior
que um). A margem de ganho resultou em 27.8dB, com w,s, = 35.4rad/s e a margem de
fase resultou em 71.1 graus com w. = 7.2rad/s.

Na figura [4.7] tem-se os diagramas de Bode para para a funcao sensibilidade comple-
mentar.

Na figura .8 tem-se os diagramas de Bode para a funcio de transferéncia em
malha aberta L(s). Nota-se que para atender a especificacdo de menor erro em regime
estacionario, o ganho nas baixas frequéncias acabou sendo aumentado. Desta e das figuras
anteriores, também se vé que o controlador tem um excesso de polos igual a um, de modo
que nao se trata de nenhum controlador classico.

Na figura [4.9] tem-se os diagramas de Bode para funcio de transferéncia KS. Nota-se
que o limite superior de 7 = 1.37 (que representa um ganho de 2.73dB foi respeitado,
entretanto as especificacoes ndo foram atendidas exatamente.

O Controlador projetado tem a fun¢do de transferéncia na equagao [4.7] Nota-se que o
controlador tem ganho alto nas baixas frequéncias.
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Diagrama de Bode de S(s) e Funcéo Peso Inversa
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Figura 4.5: Diagramas de Bode de S(s) e da funcao peso.
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Figura 4.6: Diagramas de Bode das Funcoes Sensibilidade antiga e nova.
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Figura 4.7: Diagramas de Bode de T'(s) velho e novo.

Funcéao de Transferéncia de MA L(s)
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Figura 4.8: Diagramas de Bode de L(s) velho e novo.

1569.4523(s + 20)%(s + 0.1)
(s + 1311)(s 4 0.001)(s2 4 58.965 + 1313)

K(s) =
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Funcéo de Transferéncia de MF de Controle KS

-20

-40

-60

135

90

45

-45

-90

7[]1(8)
— LQ(S)

| L 1

-4

10

10°

Frequency (rad/sec)

2

10 10

Figura 4.9: Diagramas de Bode de L(s) velho e novo.

e os diagramas de Bode sao apresentados na figura [£.10]
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Figura 4.10: Diagramas de Bode de K(s).
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Na figura [L.11] tem-se a resposta ao degrau para o sistema antigo e o sistema novo.
Nota-se que o sobressinal foi eliminado. Nota-se que o sistema ficou mais lento. Na figura
tem-se a resposta ao degrau de distiurbio na entrada d(t). Nota-se que a influéncia
¢é bastante reduzida, apesar de nao se estar usando integrador no controlador. Porém o
ganho deste ¢ bastante alto nas baixas. Na figura £.13] tem-se o sinal de controle para a
resposta ao degrau de referéncia.

Resposta ao Degrau de MF

1.6
1.4 1
1.2 1
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©
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= | ,
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0.6 .
0.4f 1
0.2f —1 |
—2
O | 1 l_ 1
0 0.5 1 15 2 2.5
Time (sec)
Figura 4.11: Resposta ao Degrau de Referéncia.
Segundo Projeto
Queremos agora uma banda passante préxima de wp = 100, o que vai permitir uma

resposta muito mais rapida do sistema. Mantendo-se entao os outros parametros de projeto
como estavam, o que se nota é que esta banda passante nao ¢ atingida, devido ao peso
excessivo que se estd dando na fungdo K.S nestas condigbes. Neste caso, o valor de ~
resultou em 6.0730, 0 que mostra que as especificacdes ficaram longe de serem atendidas.

Apos se reduzir W, para 0.001 e aumentar M para 3, obtivemos um projeto que tem a
banda passante proxima do valor desejado. O peso do controle tinha que ser diminuido, ja
que uma mudanca tao drastica na dindmica do sistema exige um consumo de energia nas
altas frequéncias bem maior do que os sistemas anteriores poderiam fornecer. Neste novo
projeto, o valor de v resultou em 1.0249, de modo que neste caso as especificagoes sao bem
proximas de serem atendidas.

Na figura tem-se a fungao sensibilidade atual e a inversa da fungao peso Wp(s),
que guarda as especificagoes desejadas para o sistema em MF.

O diagrama de Bode do novo controlador é apresentado na figura [£.15] Nota-se que o
controlador tem caracteristica de avanco-atraso, porém h& um poélo em excesso.

A expressao do controlador é:
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Resposta ao Disturbio Degrau Unitario
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Figura 4.12: Resposta ao Degrau de Disturbio.

Sinal de Controle a Referéncia de degrau unitario
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Figura 4.13: Sinal de Controle para Resposta ao Degrau de Referéncia.

K(s) 25051261.7199(s + 20)%(s + 0.1)
S) =
(5 + 24440)(s + 0.01)(s2 4 421.55 + 8403)
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Diagrama de Bode de S(s) e Fungéo Peso Inversa
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Figura 4.14: Funcao Si(s) e Inversa da Funcao Peso

Diagrama de Bode de K(s) otimo H Infinito
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Figura 4.15: Diagramas de Nyquist Logaritmicos

Os diagramas de Nyquist logaritmicos de Li(s) e La(s), ou seja, das fungoes de
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transferéncia em MA para o controlador unitéario e controlador sub-6timo H,, s&o exibidos
na figura [£.16] Nota-se que a estabilidade em MF existe em ambos os casos, porém o caso
Lsy(s) tem maior robustez de estabilidade, pois a distancia |1 4+ L| é sempre maior neste
caso.

Diagrama de Nyquist com Controlador Unitério e Otimo H infinito
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Figura 4.16: Fungao K(s)

As funcgoes sensibilidade Si(s) e Sa(s) sdo apresentadas na figura Neste caso,
tem-se que ||S]|c = 3.52dB, o que atende as especifica¢oes classicas. A banda passante
fica em torno de wp = 70rad/s.

As fungGes de transferéncia em malha aberta sdo apresentadas na figura Para a
funcao de transferéncia Lao(s) tem-se w5 = 287rad/s e a correspondente margem de ganho
é¢ GM = 12.5dB. A correspondente margem de fase ¢ PM = 60.7 graus, na frequéncia
de cruzamento de ganho w. = 95.2rad/s, o que representa parametros classicos mais
interessantes.

As fungoes sensibilidades complementares T (s) e T»(s) sdo apresentadas na ﬁgura
No caso do controlador sub-6timo Hy,, tem-se que nao ha pico de ressonancia em Ti(s), e
ITlloe = 1dB.

A resposta ao degrau em Malha Fechada é apresentada na figura £.20] Nota-se que
para o sistema sub-6timo H,, o sobressinal é bem reduzido, e o tempo de subida é bem
menor que no caso de controlador unitario. Na figura [£.21] tem-se a resposta ao degrau
de disturbio d(t) (lembre-se que G4(s) = 1. Nota-se que o distirbio é mais rapidamente
atenuado no caso 6timo do que no unitario.

Na figura tem-se o diagrama de Bode da funcao de transferéncia K(s)S(s) na
figura Nota-se que o ganho ¢ maior nas faixas de frequéncia entre 100rad/s e
500rad/s, que é necessario para se gerar o sinal de controle mostrado na figura
que mostra o sinal de controle para o degrau nos dois casos. Nota-se que a amplitude do
sinal de controle ficou muito grande no caso sub-6timo, o que nao é interessante. O valor
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Figura 4.17: Fungoes Sensibilidade S1(s) e Sa(s)
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Figura 4.18: Fungao de Transferéncia em Malha Aberta Li(s) e La(s)

de v = 1.0249.
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Funcéo de Transferéncia de MF de Controle KS
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Figura 4.22: Funcoes de transferéncia K151 e K259

4.5 Restricoes de Desempenho

Vimos que um valor alto de [|S|| indica baixa robustez mas também baixo desempenho,
pois isto indica que ||T||oc também ¢é alto. Infelizmente, ndo é possivel eliminar o pico de S
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Sinal de Controle a Referéncia de degrau unitario
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Figura 4.23: Sinais de Controle uq(t) e ua(t)

na maioria dos problemas préticos. De fato, se n —m > 2, temos que o grafico de Nyquist
de L(jw) entra no circulo unitario ao redor de —1, ou seja, |1 + L| < 1, o que implica que
|S]lcc > 1. Além disso, exceto pelo caso onde n —m = 0, tem-se que |1 + L| — oo para
w — 00, 0 que implica que |S(jw)| — 1.

Além disso, existem outros resultados que vinculam fortemente o comportamento da
funcao S quando o sistema é de fase nao-minima e/ou instavel.

Teorema 4.5.1 (Integral de Sensibilidade de Bode, ou Primeiro Teorema do "Colchao
de Agua"). Seja L(s) racional e n —m > 2. Suponha ainda que L(s) tem N, pdlos no
semi-plano direito (SPD) nas posicoes p;, onde i = 1,--- | N,. Entdo, vale que:

Np

[ misteae =3 )

i=1

Para entender todas as implicagdes deste teorema, é necessario analisar alguns casos
possiveis. Na Fig.[4.24]tem-se o grafico de duas funcdes In |S; (jw)| e In|S2(jw)| (a escala no
eixo das frequéncias é linear). Nestes casos, nenhuma das fung¢oes tem poélos no semiplano
direito, o que significa que as areas acima e abaixo do eixo real devem ser iguais. Para S
temos que a banda-passante é maior do que no caso S, 0 que implica que a area negativa
deve ser maior na primeira do que na segunda. Isto implica que a area positiva também
deve ser maior na primeira do que na segunda. Deste modo, o pico de ressonéncia tende a
ser maior também no caso da primeira.

Se L possui um polo real no semi-plano direito (por exemplo, p), entdo a integral fica:

/ In|S(jw)|dw=7mp >0
0
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In|S(jo)|

Figura 4.24: Exemplos para a integral de sensibilidade

Isso indica que o resultado da integral deve ser positivo, ou seja, o pico de S tende a ser
maior ainda. Neste caso, atingir bom desempenho e boa robustez de estabilidade é ainda
mais dificil do que no caso onde L é estavel (por exemplo, no caso da planta ser de fase
minima). Além disso, quanto mais distante este polo do SPD estiver do eixo imaginério,
maior tenderd a ser ||S]|so. De tudo isso, podemos concluir que:

e Querer menor erro estacionario tende a aumentar [|.S/~;
e Querer maior banda-passante (fidelidade) tende a aumentar ||S||oo;

e Estabilizar uma planta instével tende a aumentar ||S||o e todos os efeitos anteriores
se acumula com este;

e Querer boa robustez de estabilidade exige sacrificio de desempenho nominal.

Teorema 4.5.2 (Segundo Teorema do "Colchdo de Agua"). Seja L(s) tenha um zero real
z ou dois zeros complezos conjugados z,z* = x pmjy no SPD e ainda tenha N, pdlos no

semi-plano direito (SPD) nas posicoes p;, onde i = 1,--- | N,. Entao, vale que:
o NP
. Di+ 2
In|S ,w)dw =7l
/0 n|S(jw)|w(z,w)dw = 7ln | | e
g=1"'"17
onde:

o Se z ¢é real, entio:
(2,w) 2z
w(z,w) = 5=
’ 22 + w?
. . L
o Se z,2* é um par complezo conjugado, entao:

x n x
22+ (y—w)? (Y +w)?

w(z,w) =

Para compreender as implicagoes deste teorema, vamos supor inicialmente que nao hé
polos no SPD e que z é real e tende para infinito (ou seja, z — o0). Neste caso, a fun¢ao
w(z,w) se aproxima de uma constante com valor bem pequeno (mas positivo) € > 0. Entao:
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o0 o0
/ ln|S(jw)|w(z,w)dw’£e/ In|S(jw)|dw =0
0 0

de modo que recuperamos a situacio do primeiro teorema. A medida que z fica menor e
se aproxima da origem pela direita, pesos maiores sao dados para a faixa de &rea negativa
do que a de area positiva. Para que a integral seja zero, é necesséario que S tenha valores
ainda maiores para a faixa de area positiva da integral (do que no caso de z — oo, ou seja,
no caso de nao haver zero). Quanto mais proximo o zero no SPD for do eixo imaginério,
pior para a robustez de estabilidade. Para se ter uma ideia melhor, vide Fig. [£.25]

A

co

In|S(jo)|W(z,0)do#0
0

In|S|

In[SIw(z,0) o
] In|S'(jo)|W(Z, ®)dw=0
0

Figura 4.25: Segunda integral de Sensibilidade

No caso de haver um po6lo p no SPD (além do zero, suposto aqui real z), tem-se que o
teorema se reduz a:

p+z
p—2z

/ In|S(jw)|w(z,w)dw = 7ln
0

o que significa dizer que, além de |S(jw)| precisar ser maior no caso de haver z no SPD
na faixa de area positiva (do que no caso de nao haver), com a presenca do polo, |S(jw)]
precisa ser maior ainda nesta faixa. O caso extremo ocorre quando p estd proximo de z,
o que faz o lado direto da equacao ficar muito grande (tentendo ao infinito quando o poélo
cancela com o zero no SPD). Em suma:

e Para sistemas de fase ndo-minima, é mais dificil conseguir robustez e bom desem-
penho, e quando mais proximo o zero z > 0 estiver do eixo imaginario, mais dificil
&

e Sistemas instaveis e com zero no SPD sao ainda piores de se conseguir robustez de
estabilidade e bom desempenho;

e Sendo a planta instavel ou ndo, nao se recomenda usar um controlador de fase nao-
minima, pois tende a ser pior em termos de desempenho e robustez de estabilidade.
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e Se planta tiver polo e zero no SPD (ou seja, nenhum deles pode ser removido), quanto
mais proximos eles forem, pior tende a ser o desempenho e a robustez de estabilidade,
sendo que no caso limite, nos aproximamos da situacao de perda de estabilizabilidade.

4.5.1 Limites Minimos

A seguir, apresentam-se limines minimos para a func¢ao sensibilidade S e a sensibilidade
complementar 7.

e Se W (s) & uma funcado peso, tem-se que se z ¢ um zero no SPD da planta G(s), entao:

Ipi + 2|
WS|oo =
IS o > H i

onde N, é o nimero de p6los no SPD.

e Se W(s) é uma fungao peso, tem-se que se p é um polo no SPD da planta G(s),
entao:

!p+Z\
IWT oo > H - | e’

onde N, é o nimero de zeros no SPD e 6 é um atraso de transporte.

Exemplo: Se uma planta G(s) é tal que:

considerando W (s) =1, e como p = 3 e § = 0.5, entdo tem-se:
1 T)|0e = e° = 4.48

o que implica que ||S]|sc = ||T]|cc — 1 = 3.48. Isto indica que, para esta planta, que é
instavel, ndo h4 como ter menos pico de ressonincia do que 3.48.

Exemplo: Se uma planta G(s) é tal que:

s—2

G =10————
() §2—-25+5

como z =2ep=14 352, tem-se que:

124+ (1452)] 2+ (1 —j2)] 3%+ 22

Sllae > : it
I "”*\2—(1+32)|12—(1—32)\ 12 + 22

=2.6
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