Aula 4. Processo de Poisson.

Definicao. (Tedrica).
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Processo de Contagem.
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Processo aleatorio (estocastico).

variavel aleatéria X : 2 4R X(w) €R
processo aleatério X : Q2 —+D [X(w)](-) € conjunto de funcdes D

variavel aleatéria [X(w)](t) € R



Processo de Poisson. Definicao 1.

Definicdao 1. Um processo de contagem N (t) € um processo de
Poisson com taxa (intensidade) A\, A > 0, se

1. N(0) = 0;

2. N(t+s)—N(s) nao depende do N(s) para quaisquer t,s <0,
i.e., 0 processo tem incrementos independentes;

3. P{N(t+s) — N(s) = n} = e‘”%, n=0,1,..., i.e.,, O

numero de eventos que ocorreram durante o tempo t tem
a distribuicao de Poisson com média At.

N(t+ s) — N(s) ~ Poi(\t).

Notamos que o item 3 da Definicao 1 significa que os incremen-
tos do processo de Poisson s3ao estacionarios: para quaisquer
s1,82,t en P{N(s1+t)—N(s1) =n} = P{N(s2+t)—N(s2) =n}.
Em particular, se tomarmos s3 = 0, teremos P{N(s3 +t) —
N(s3) =n} = P{N(t) — N(0) =n} = P{N(t) = n}



Processo de Poisson. Definicao 1.
Exemplo 1.

Seja N(t) um processo de Poisson com intensidade X. Qual é a
média do numero de eventos que ocorreram até o tempo ¢7?

Solucao. Pelo item primeiro da definicao, temos
N(t) = N(t) — N(0).

Pelo terceiro item, temos que a distribuicdo de diferenca N(t) —
N(0) € de Poisson com média At

N(t) — N(0) ~ Poi(\t).



Processo de Poisson. Definicao 2. Infinitesimal.

Definicao. Um processo {N(t),t > 0} E um processo de Poisson
com intensidade X\, \ > 0, se

1. N(0) = 0;
2. 0S incrementos sao independentes e estacionarios;
3. P{N(h) =1} = Mh+ o(h);

4. P{N(h) > 2} = o(h).



Processo de Poisson. Equivaléncia das definicoes.
Definicao 2 == Definicao 1

Seja P,(t) = P(N(t) = n). Obtemos a equacao diferencial para
Po(t) da seqguinte maneira:

Po(t 4 h) = P(N(t+h) = 0) = P(N(t) = 0,N(t + h) — N(t) = 0)
=P(N(t) = 0)P(N(t+h) — N(t) = 0) = Po(t) (1 — Ah + o(h)).
Logo, obtemos que

Po(t 4+ h) — Po(t)
h

o(h)
h

— lim (—APo(t)—i— ) — _AP(b).
h—0

Fo(t) = lim

A solucdo desta equacdo € Py(t) = Ce . Usando a condi¢cdo
inicial Po(0) = 1, obtemos a constante C =1 e

Po(t) = e M



Processo de Poisson. Equivaléncia das definicoes.
Definicao 2 —= Definicao 1

De forma similar, para n > 0, obtemos:

Po(t + h) = Po(D)P(N(t+h) — N(t) = 0)
+ Po1(OP(N(t+h) = N(t) = 1)

+ ) Pur(OP(N(t+h) = N() = k)

k=2

= Pu(t)(1 = M4 0(h)) + Po-a ()M 4 0(h)) + Y Pox(D)o(h)

k=2



Processo de Poisson. Equivaléncia das definicoes.

Definicao 2 == Definicao 1

Pn(t+h) = Pn(t)(1—Ah+0(h))+Pn_1(t)(Ah+0(h))+Z P (t)o(h).

k=2
Logo

Py = i PEERZED gy 4 ap0)

, o(h) o(h) o(h)
+ 1im (Pn(t>T+Pn_1<t> D ROk
k=2

)



Processo de Poisson. Equivaléncia das definicoes.
Definicao 2 —= Definicao 1
A equac¢ao obtida
P (t) = =APu(t) + APp-1(t)

pode ser reescrita da seguinte forma:
M D At d . At
eM[P,(t) + AP, (t)] = Ae™P,_1(t) ou a(e P,(t)) = XM P,_1(t).

Usando inducao matematica, vamos mostrar que a solucao do

sistema de equacdes tem a solucdo P,(t) = e M(\t)"/n!. Usando

equacao anterior e suposicao da inducao, temos
)\ntn—l (}\t)n

Y _ t _
a(e/\ P(t)) = h_1) ou eMP,(t) = .y

Pela condic3do inicial Po(0) = 0, temos que C = 0. O

+ C.




Processo de Poisson. Equivaléncia das definicoes.

Definicao 2 <= Definicao 1

P(N(h) =1)=P(N({t4+h) = N(t) =1) = e MIh

= (1 — Mh 4+ (Ah)z + (h2)> Ah = Ah + o(h)

(/\h)’“

P(N(h) > 2) = Z P(N(t+h) - N(t) = k) = Z

k=2

o Z (Ah)k = o(h)
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