MAEO0326-Aplicagbes de Processos Estocdsticos

Cadeias de Markov em tempo continuo.
Como jd recordamos, em S
J Ll »(4 i&? o

Markov Property

A continuous-time stochastic process (X,),, with discrete state space S is a
continuous-time Markov chain if

P(X,,, =jlIX,=i.X, = x,.0 <u<s)=PX,, =jlX, =i

forall s,7,> 0,i,j,x, € S,and 0 < u < s.

Homogénea no tempo (ndo depende do hordrio "do relégio”)

The process is said to be time-homogeneous if this probability does not depend
on s. That is,

P(X,,, =jIX, = i) = P(X, = jIX, = i). for s > 0. (7.2)

Semigrupo de probabilidade 492 7.17/0

Py() = P(X, = jlX, = i).

Propriedade de semigrupo:

Chapman-Kolmogorov Equations

For a cotinuous-time Markov chain (X,),5( with transition function P(r),

P(s + 1) = P(s)P(1).

for s, > 0. That is,

Pj(s +1) = [P(9)P(D)];; = Z Py (s)Py;(1), for states i,j, and s, > 0.
k



Exemplo: Processo de Poisson.

Let X, X,. ... be a sequence of i.i.d. exponential random variables with param-

eter A. Fort > 0, let

Ny=max{n: X+ ---+X, <1},

B with Ny = 0. Then, (N,).» defines a Poisson process with parameter A.

Let

Si=X;+---+X,, forn=1,2, ...

We call S,.,5,, ... the arrival times of the process, where S is the time of the

kth arrival. Furthermore,

Xy =8-S, for k=12, ...

is the interarrival time between the (k — 1)th and kth arrival, with S, = 0.
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L, Example 7.1 (Poisson process) A Poisson process (N,) with parameter A is
a continuous-time Markov chain. The Markov property holds as a consequence of
stationary and independent increments. For 0 <7 <,

Pj(t)= PNy, = jIN, = i) =

P(Nr+s =j~Ns =1)

The transition function is

P(N, = i)
P(N,ys —N,=j—i.N,=1i)
P(N, = i)
:P(Nt+s_Ns=j_i)
o ey
=P(N,=j—l)=w.
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Arrival Times and Gamma Distribution
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.. let S, be the time of the nth arrival in a Poisson process with

parameter 4. Then, S, has a gamma distribution with parameters n and A. The

density function of S, is

A"t""e"“

fs,,(f)= TR

for 1> 0.

(Arye=*/6
(A)2e=%)2

Mean and variance are

E(S,,):% and Var(S,) =

(ver§que!)

(ver§que!)

n
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Uma cadeia de Markov em tempo continuo é "uma cadeia de Markov em tempo
discreto cujos saltos acontecem apds tempos de permanéncia exponenciais”.

A cadeia de Markov em tempo discreto que governa os saltos é chamada de
"Cadeia de Markov Imersa”

Holding Times and Embedded Chains

By homogeneity, when a Markov chain visits state 7 its forward evolution from
that time onward behaves the same as the process started in i at time 7= 0.
Time-homogeneity and the Markov property characterizes the distribution of the
length of time that a continuous-time chain stays in state i before transitioning to a
new state.

Holding Times are Exponentially Distributed

Let 7; be the holding time at state i, that is, the length of time that a
continuous-time Markov chain started in 7 stays in ¢ before transitioning to a
new state. Then, 7} has an exponential distribution.

Exemplo: Matriz de transicdo da cadeia imersa do Processo de Poisson

L) Example 7.2 (Poisson process) For a Poisson process with parameter 4, the hold-
ing time parameters are constant. Thatis, g; = A.fori = 0, 1,2.... The process moves
from O to 1 to 2, and so on. The transition matrix of the embedded chain is

0123 4
00 1000 . .
tfoo100 Obs: nas minhas notas anteriores
P - irzi 8 8 8 (‘) (I) usei P para denotar essa matriz de
2{0000 0 transicdo. Note que @ ov PLL)

indica as probabilidades de
transicdo do processo em
tempo continuo.

T-~exp() , q;:’),v;

Sucessivos tempos de permanéncia
("holding times”)

Exemplo: Cadeia de dois estados com matriz de taxas

2
R= Lo -p



Matriz de transicdo da cadeia imersa (P g |

Tk’\) X ) s
< e A k-esma visile (\Y@@PQV\JQM@)
’T/[V\ ~ Q%pC}A)

Example 7.4 The general three-state continuous-time Markov chain is described

by the transition graph in Figure 7.3. In terms of the transition rates, holding time
parameters are

S=Ad 9—\%3
(G1-92-93) = (G12 + 413- 921 + G23- 431 + G32) Al

T v o))

with embedded chain transition matrix

| 2 3
~ I 0 q12/4: 913/ 4,
W= P=2| ¢/ 0 423/ 2 |-
3\ 31/93  4932/43 0
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Kolmogorov Forward, Backward Equations

A continuous-time Markov chain with transition function P(f) and infinitesimal
generator Q satisfies the forward equation

P () = P(HQ (7.3)

and the backward equation

P (1) = QP(1). (7.4)

Equivalently, for all states i and j,

Pyt = Z Py(Dqy; = —P(t)q; + Z Py (0)qy
7 i



Exemplo: Processo de Poisson.

Example 7.8 (Poisson process) The transition probabilities for the Poisson pro-
cess with parameter A,

()—lr(/“)j—i

Pyt = — 5,

,for j > 1,

were derived in Example 7.1. They satisfy the Kolmogorov forward equations

Exercicio: KQSC]VQ

rRwiSivaMente

|> Tl = ékfg

and the backward equations 2) ?p: )= MR - ARULE)

P§,~(T) = —AP;(1),
P;j(l‘) = —/1P,-j(f)+ /1P,-.j_1, forj=i+1,i+2,...,

PL(1) = =P, (1), etc.-.

Cadeia de dois estados.

Example 7.9 (Two-state process) For a continuous-time process with generator

b2 62)1\\23

Q = I < —A 4 > (nas notas anteriores era S={0,1})
2 u —H

P\, (1) = =P (D, + P, (Nqy, ?7/,2(%) T eeq
Equacgdo adiantada = AP () + (1= P (D)u +

=H—- (/{+H)P11(T),

—_ (\rerr]L‘cl‘ve_\ )

H A Gt
P (t) = —— + ——¢ W,
n( A+u  A+u

e, como jd vimos:

The transition function is

1 2

1 < [.l+/l£’_u+”)[ - Ae—(l'f'}l)f)

P(r) = ,
(®) A+ u "— ”(,—(A+;4)f p “()—(/Hu)t

(7.5)



Comportamento apos muito tempo.

Limiting Distribution
A probability distribution & is the limiting distribution of a continuous-time
Mafkkov chain if for all states i and j,

e distribuicdo estaciondria:

Stationary Distribution

A probability distribution # is a stationary distribution if
x = mP(1), for t > 0.
That is, for all states j,

7= ) mPy(t), for 1 > 0.
i

Defini¢cdo: Uma cadeia de Markov em tempo continuo A Xe4es
é dita irredutivel se, para todo par de estados i e j

ﬁj +> >0 paraalgum < 20.

obs: Ou seja, a cadeia é irredutivel se "todos os estados se comunicam”, no
sentido de que a partir de qualquer estado i posso, eventualmente, visitar
qualquer outro estado j. Como o termo "irredutivel” sugere, ndo podemos
reduzir, separar, a cadeia em pedagos menores e estudar o comportamento "em
cada pedago”. A cadeia vai "passear por todo o espaco de estados S”.

obs: Além de ndo haver a questdo de "periodicidade”, que temos para cadeias em
tempo discreto, outra simplicidade do caso continuo é que, se

PS>0 parm aldom 220 =2 PEle)P0 pavafodo €50,

Um estado i com g =0 é dito "estado absorvente”, uma vez que o tempo até sair serd
infinito. Nesse caso a cadeia claramente ndo é irredutivel. Vamos supor que

nenhum estado seja absorvente, ou seja, que q S0, ¥ (es
L



Um resultado importante é que o comportamento para tempos longos de uma
cadeia de Markov em tempo continuo irredutivel com S finito é bastante simples.
Temos convergéncia para uma distribuicdo de probabilidade estaciondria, que é

nunica.

Fundamental Limit Theorem

Theorem 7.2. Let (X,)»( be a finite, irreducible, continuous-time Markov chain
with transition function P(t). Then, there exists a unique stationary distribu-
tion m, which is the limiting distribution. That is, for all j,

lim P,-j(t) = nj,for all initial i.

=0

Equivalently,
lim P(r) =11,
=0

where Il is a matrix all of whose rows are equal to =.

Do ponto de vista intuitivo este resultado é bastante simples de entender. A
demonstracdo também ndo é complicada e vamos apresentar a idéa principal.

Dizer que U P ()
100

existe, implica que X{m ;DL‘K L) = &"m ffDS ‘ (L)

2460 2400
>
para qualquer par de estados i e j.
A igualdade implica que
apos muito tempo, o processo ‘K
"esquece” onde comegou. 5 ¢

Para entender por que isto acontece, considere duas "simulacoes”, ou realizacgdes

. L . .
dessa cadeia de Markov, uma X . comecando no estado i e outra >(|J:A
comegando no estado j,



isto é, estas duas cadeia tém as mesmas taxas de transicdo e

¢ =) = POGI=y = 4

Podemos perguntar qual é a diferenca entre as probabilidades de cada uma delas
estar no estado k num dado instante t.

(‘FO{E{:Z) — ?(Xé: L<7

Porqué esta diferenca vai a zero para tempos longos?

Antes e mostrar isso precisamos entender melhor o que é "uma realizagdo de
uma cadeia de Markov” com uma dada Matriz de transicdo Q. Do ponto de vista
"pragmdtico” significa ter um programa de computador, um algoritmo, capaz de
simular a sequéncia de estados dessa cadeia.

Este algoritmo precisa fornecer:

1) A colecdo de sucessivos tempos de permanéncia

K
Ti pard jes e k=liz.. ..

2) A sequéncia de saltos da cadeia imersa, governada pela matriz de transicdo P.

Podemos discutir melhor depois os detalhes deste algoritmo (veja o livro de
simulacdo de S. Ross). Mas a idéia bdsica é simples.

Suponha que oseu computador consegue gerar uma sequéncia i.i.d. de v.a. uniformes

no intervalo [0, 1 ]: (/1 | UZ/ oo UL"\) U( EQ (]) / I‘V\dQ[b,

(Como vocé deve saber, um computador cldssico ndo pode gerar

uma sequéncia dessas, mas consegue gerar sequéncias que, para "todos os efeitos
prdticos”, se comporta como tal. Um computador qudntico pode gerar essas
sequéncias mas provavelmente vocé ainda ndo tem acesso a um deles.)

Perguntas: Como, a partir da seq. i.i.d. de uniformes, posso gerar

1) Uma colegao i.i.d de v.a com distribuicdo exponencial com dado pardmetro?



2) Uma colegdo de estados de S que "foi gerado por uma matriz de transicdo P”,
com certo estado inicial arbitrdrio de S? Ou seja, como usar a sequéncia de
uniforme que o computador fornece para simular a cadeia de Markov imersa?

Uma idéia simples para mostrar que

fim [Pl - P(x2=k) [ =0
440 | foxi=ic) e

é conhecida como "acoplamento”. Acoplar dois processos estocdsticos significa
"construir os dois processos ao mesmo tempo”, ou seja "simular os dois
conjuntamente” a partir das mesmas sequéncias i.i.d. fornecidas pelo computador.

O objetivo de acoplar dois processos é garantir alguma relacdo de interesse entre
0S processos.

Vamos acoplar ﬁ X; g e l\ X—Z:J j, usando o chamado acoplamento bdsico:

”Se as duas cadeias de Markov estdo em estados diferentes, as duas evoluem
independentemente até que, eventualmente, se encontrem; a partir deste instante
essas duas cadeias passam a evoluir juntas”

Com este acoplamento temos que
S N .
Hxl= x.=K) =4  pmiods &30 S0 1=

pois as duas cadeias comecam e continuam juntas para sempre.

Agora suponha que (‘?l: ) e denote por T o instante no qual as duas cadeias se
encontram.
" @inda a0

14 i v
Entdo I\ o ekt se encovteem

L ' L ) ? t ) i
PO X)) = POLEX] Tet) + PIX # X, T74)



M P Tee) =0

pois as duas cadeias jd se encontraram e, pelo acoplamento, estio juntas em -

Por outro lado, %(quét /7

o 2
PIX +X,,T7) € PLT2E)

Exercicio: nas condigbes do teorema acima, mostre que

O P(T>+> =0
<4

e segue o resultado. (Complete o argumento)

Example 7.13 (Two-state process) For the continuous-time Markov chain on two
states,

,—(A+p)t — ) o= (A4pt
flim P(t) = lim l <H + e A=A ) l <,u A) .
)

o0 A+ p \p— pe G0t G pe=Cn | =55 )

The stationary distribution is

= u A
Adu A+pu)

Equacdo de balanceamento no caso continuo. (Jd vimos nas notas anteriores)

Na notacgdo que usamos nas notas
Stationary Distribution and Generator Matrix anteriores tinhamos

A probability distribution & is a stationary distribution of a continuous-time . .
Markov chain with generator Q if and only if @ w= = - 91, 2 =
l) (AR

Q= 0. g, /%. s U]
That is, . . .
onde P é a matriz de transi¢cdo da cadeia
Z 7;Q; = 0, forall . imersa e ?L- é o pardmetro da v.a.
‘ da exponencial associada ao tempo de
permanéncia no estado i.



Reversibilidade: Uma distribui¢do de probabilidade em S é dita reversivel se
"A probabilidade de examinar o processo num tempo curto, A/

~ encontrd-lo num estado i e, em seguida, observar um salto para um outro estado j

é igual a probabilidade de encontrd-lo em j e observar um salto para i”.

Em outras palavras: suponha que alguem "filma” a evolucao do processo; se
assistimos o filme ndo conseguimos saber se o filme estd sendo mostrado na
ordem correta ou "de trds para frente”.

atriz de 1075

Time Reversibility

A continuous-time Markov chain with generator Q and unique stationary distri-
bution x is said to be time reversible if

ﬂ'lqu = quﬂ, fOI‘ all l,] (79)

Obs: Note que

”A probabilidade de examinar o processo num tempo curto At , encontrd-lo num estado i e, em seguida,
observar um salto para um outro estado j” é (aproximadamente)

Vimes s r\éos 3 au(a

T) FL\) (&) = ) %\) At awlertor

Exercicio: Mostre que se uma distribui¢do de probabilidade em S é reversivel
entdo ela é invariante mas ndo vale a afirmagdo inversa.

Exemplo: Considere S ={ 0, 1, 2 } com matriz de taxas

<1 g =P 7
Q= | -p 4 7 04 P L
oo

Determine a distribuicdo estaciondria. Mostre que so temos reversibilidade para

P=Ve



Uma classe grande de cadeias de Markov cuja medida estaciondria é reversivel

é a classe dos "processos de Nascimento e Morte

S= N \‘/rl'ms do rascimento
{"’“ v v

5

ulgme 7&\8\11th and- deﬁin "OCess.

s e mode”
Matriz de taxas
0 | 2 3
0( =4 Ao 0 0
Nom =4+ ) A 0
Q = 2| O /Jz _(Az + /Jz) ).2 t
31 0 0 H3 —(A43+mu3) -

Distribuicdo estaciondria. Equacgdo de balanceamento para cadaiem S

Mo)Ag = TC B,

(1=0)
( >0\ WA+ M) = T A, +T(u—‘)},\m
Exercicio: Mostre a solugdo deste sistema de equagbes é  Tlo)y=a g
Y - Ao A e X,
)= @ 7o A1 e [ ] ara. ae R
—_ , / P

/(( L /t i /('{ ¢
O valor de a é arbitrdrio. Temos infinitas distribui¢des estaciondrias?

Sempre temos pelo menos uma distribuicdo estaciondria?



E claro que ndo basta satisfazer a condigdo de balanceamento para ser uma
distribui¢do de probabilidade estaciondria. Sempre estd "implicita” a condicdo

deque T, S —> &  éuma distribui¢do de probabilidade, ou seja

Tiyzo e J Ti=1

(ES
Entdo, para que (o) =
T((('): QL ;\o'>\\"‘r>‘[~( (',
S fa e g
seja uma distribui¢do de probabilidade precisamos que
& A > . (ou seja, as taxas de nascimento
Z /o -t = O crescem mais devagar que as

taxas de morte)

(=1 /(,(1 /“Z"/a(

e nesse caso

@
:Zfb'ﬂ/ét'): T(O) (1 + Z 30-1\“'}('4 )
L=D [‘___I /(,{1 . Z"u/('((‘

tem solucgdo.

Neste caso a distribui¢do estaciondria é tinica. E reversivel?

O que significa, intuitivamente, termos

&

}\
AR R
=1 /((1/{2"/(‘( ’




Exercicio: Mostre que a distribuicdo estaciondria do processo de nascimento e morte
é sempre reversivel.

Exemplo: (Fila M/M/1) Considere o processo de nascimento e morte mais simples
no qual

A=
M= e

Quando existe distribuicdo estaciondria?

Exemplo: (Processo de Yule) 3\ -
S2 A

M= O

"Bactérias imortais que se dividem, independentemente, com taxa A

”

Existe distribuicdo estaciondria?

Exercicio: use a equacdo de Kolmogorov e verifique que

[k =it o K
P, ) i e" (1 6 >

Example 6.13 (A Machine Repair Model) Consider a job shop that consists /V\ md/c[(jmag

of M machines and one serviceman. Suppose that the amount of time each ma- ,

chine runs before breaking down is exponentially distributed with mean 1/, and ﬂ_ ‘CU NCLoONArc o

suppose that the amount of time that it takes for the serviceman to fix a machine is C aJ’QVl don 4€>

exponentially distributed with mean 1/... We shall attempt to answer these ques-

tions: (a) What is the average number of machines not in use? (b) What proportion

of time is each machine in use? Tan;o]ls de C{qu e Q)<P(?>
Vbo“ " S W

SQ’“AO\AO It oajo S rmog e COYLSQY"\'O ,Q7<,>( /A)

P ¢ 7

Pizpe A L (=0A
) JAPRS Jo= a0
'} t _i ' #de (\/5%0\}/&[
0 (-] ¢ M %OY\CL_’DUOMC}/O




Posso definir 6%(‘, /{Lﬁ para (M f

1

O = P =
o) = P L+ M MAM = 1) (M —n+ 1) /]
B I
T+ SM G M (M =)
n | _ '
T(_Cﬂ}: Pn - ()\/M) M/(M ”). n —0, 1 ..... M

! _}_2’11\/1:1 XM /(M —n)!‘
Hence, the average number of machines not in use is given by

M M n | B |
Z”P” _ Zn:O n(a/p)"M/ (M —n)!

n=0 o +Z,11w=| A/p)" MV /(M —n)!

(6.22)

Exemplo dos engraxates (S. Ross)

Example 6.1 (A Shoeshine Shop) Consider a shoeshine establishment con-
sisting of two chairs—chair 1 and chair 2. A customer upon arrival goes initially
to chair 1 where his shoes are cleaned and polish is applied. After this is done
the customer moves on to chair 2 where the polish is buffed. The service times
at the two chairs are assumed to be independent random variables that are ex- @ ?&
ponentially distributed with respective rates s and . Suppose that potential \
customers arrive in accordance with a Poisson process having rate X, and that a

potential customer will enter the system only if both chairs are empty. ( 7z j

The preceding model can be analyzed as a continuous-time Markov chain, but

first we must decide upon an appropriate state ypace. Since a potential customer /
will enter the system only if there are no other tusto esent, it follows that @ &

there will always either be 0 or 1 customers in the system.\However, if there is

I customer in the sys|tem, then we would also need to know\which chair he was

presently in. Hence, an appropriate state space might consist of the three states 0,
1, and 2 where the states have the following interpretation:

State Interpretation

0 system is empty
| a customer 1s in chair |
2 a customer is in chair 2 v

Distribuicdo estaciondria?

Exercicio: Reformule o problema, trocando para: "Um cliente que chega e encontra a
cadeira 1 ocupada, vai embora; ele entra se esta cadeira 1 estiver vazia”; defina a

o que acontece se o cliente na cadeira 1 tem seu servico terminado mas a

cadeira 2 ainda estd ocupada.



Voltando ao problema original do Ross:

L3

Example 6.15 Let us reconsider the shoeshine shop of Example 6.1, and

determine the proportion of time the process is in each of the states 0, 1, 2.

Because this is not a birth and death process (since the process can go directly

from state 2 to state 0), we start with the balance equations for the limiting prob-

abilities.
State Rate that the process leaves = rate that the process enters
0 APy= 2 P>
1 w1 Pr=rPy
2 poPr= Py

Solving in terms of Py yields

q 1

A A
P, =—~, Pi=—~P
M2 23

which implies, since Py + P} + P> = 1, that

A A
P0[1+—+—]=1

entdo 12

Py=
2 + Ay + )

%)

hr= pipn + (4 o)
s

°T pip2 + Ay + )

Exercicio: Esta distribui¢do estaciondria é reversivel?

Processos de Fila:

)=
W) =%
TW(2) =Yz

Sdo processos bastante diversos descrevendo "sistemas” nos quais “clientes”

chegam e precisam respeitar certos critérios para "serem atendidos”.



Naturalmente a defini¢do do processo vai precisar definir diversos detalhes, como é o

4
processo de chegada, critérios de "ordem de atendimento”, "niimero de atendentes
prestando o servigo”, "distribui¢do dos tempos de utendzmento capacidade do sistema’

e talvez ainda outros.

”n on ’

Um exemplo simples (jd mencionado acima) é a fila MI/M/1

M\ M A
/\j\ ™ K~ mero
Fempos de #emm V% de

CMLQOM odangimento atonten'es
emorglass — Mgmorylass

(eem mewd ﬂ'&\) ( OXbinencfafS)

Fovseon (2) P (/f>

Processo de nascimento e morte com a
A= h\’ Vave"

M= M

Clientes chegam num sistema de "guiche tinico” conforme um Processo de Poisson
com pardmetro A\ clientes por unidade de tempo; se um cliente chega e encontra

* 0 sistema vazio, ele comega a ser atendido imediatamente, com tempo de atendimento
que é uma v.a. exponencial com pardmetro /{ ; se o sistema estiver ocupado, o
cliente aguarda na fila, sendo que seu atendimento acontece por "ordem de chegada”;
os sucessivos tempos de atendimento sdo independentes.

Exercicio: verifique que as taxas concordam com a defini¢do intuitiva.

Distribuicdo estaciondria. A condigdo neste caso é

&

Z //\o'>‘\“')‘('—( Z ('—‘\ < €
(=1 /AZ../(,{L (=1




que vai ser satisfeita se )< /4,4 ) quando

N
2. () = fﬁ:

e temos ' o) = | — %

) = (JV/%>(/%\Z>L;( C7

O que acontece para A 7//& 07

Fila M/M/eo

Chegada e atendimento como antes. Mas infinitos atendentes!?

Este seria um sistema de filas que modela "auto-atendimento”. Por exemplo, pode ser
que o servigo do sistema seja pegar um formuldrio que o préprio "cliente” preenche e entrega.
Os clientes chegam conforme Processo de Poisson e cada preenchimento, independentemente,
demora um tempo exponencial.

8=

(/"' X U320

ﬁ /’*c‘: ‘/‘
T t =
(L

“+

|
+\

(—

Exercicios:
Qual condig¢do entre os dois pardmetros A e AL deve ser
satisfeita para a existéncia da distribui¢do estaciondria?

Qual é a distribuicdo estaciondria?



Fila M/IM/1 com capacidade mdxima.

Considere novamente o exemplo simples da fila MI/M/1

M M A
/\j\ & K~ imero
JrQrY\'\)Os ola QMP@ dg o(e

O"mﬂoa& adanimento atouder s

M@Y_Y\OFSQ% > "’L@morﬁ(w% S
(sem memd r\'&\) ( exX )vbnencfal‘5>

Fovsson (2) P (/">
Mas agora suponha que o sistema tenha uma capacidade mdxima de N clientes.

"Um cliente que chega e encontra o sistema lotado (N ou mais clientes jd no sistema)
vai embora”

Qual é a condi¢cdo nos pardmetros para a existéncia da distribuicdo estaciondria?

Qual é a distribuicdo estaciondria (quando existe)?



