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O grafo néo dirigido de Erdds-Rényi

» Conjunto de vértices: V ={1,...,N}.

» Os valores das entradas da matriz
M= (M(v,v") :v,0" € Vv <)

sdo variaveis aleatérias, independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) com

P{M(v,v')=1}=p e P{M(v,v') =0} =1—p,

e M(v,v) =0, paratodov € V.

> Essa classe de grafos sera designada com a notagéo G(N, p).

Antonio Galves



» Um grafo G(10, 0.3) foi gerado e sua verossimilhanga calculada.
Porém, o papel onde estava escrito o valor da verossimilhanga
foi mal encaminhado e talvez, perdido. O fato é que a pessoa
encarregada de arquivar o resultado encontrou em sua mesa
uma folha de papel com um possivel valor da verossimilhanca
calculada.

» O valor escrito na folha era (0.3)2°(0.7)%°.

> Serd esse o valor perdido da verossimilhanga do grafo?
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Generalizagdo: G(NN, p) com duas comunidades

» O conjunto de vértices V' é agora formado por duas
comunidades V() e V2,

>» V=vDuv® comvW Ny =g,

> Asv.a. (M(v,v") : v <v',v,v" € V) sé@o independentes, porém a
distribuicdo de M (v, v’) depende das comunidades as quais
pertencem v e v’.

p1,1, Se {v,v'} C 1408
P(M(U,’U/) = ].) = P22, se {U,ful} C V(Q),
pra,se {v,}NVWD £fe{v,INVE £

> Grafos assim construidos serdo denotados G(V("), V) p),
onde p = (p1,1,p2,2,P1,2)-
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Verossimilhanca de G(V(), V@ p)

» Suponhamos que (M(v,v") = €e(v,v') v <v',v,0" € V) éa
matriz de adjacéncia de um grafo G(VM, V) (py1,p22,p1.2))-
» Vamos calcular o log da verossimilhanga desse grafo

I(p) =log (Pp(M(v,v") = €(v,0") 1 v < v v,0" €V)) =

Y log(Pp(M(v,v') = e(v,v"))).

v<v v’ eV
= > Wi(D)log(pig) + N (0)log(l = pij)],
i<j,i,j€{1,2}
onde

Ni;(1) = > M@)e

veV (@) v eV )

N;;(0) = > 1= M@,

veV @) v eV i)
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Em linguagem de gente

> N, (1) conta quantos pares de vértices (v,v") com v < v/,
ve Vi ey e VU estdo ligados por arestas no grafo nao
dirigido G(V(), V) p).

> N ;(0) conta quantos pares de vértices (v,v") com
v<v',weV®ed e VU ndo estdo ligados por arestas no grafo
nao dirigido G(V(), V() p).
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> Quanto vale Ny (1) + Ny,1(0)?
> Quanto vale Ny 5(1) + Ny 2(0)?

» Quanto vale

> [N+ N (0)]7

i<jije{1,2}
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>

Ny1(1) + N11(0) = <|V21|>
>

Ni2(1) + Ni(0) = [VH|V?
>

Z [Nm-(l) 4 Nm(())] _ (|V1| ;- |V2>

1<j,4,5€{1,2}
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Exercicio

» Seja M a matriz de adjacéncia de uma realizagédo de
GV, V@ p)com VM ={1,2,3},V® ={4,5,6} e
p=(p1,1=a,p22 = p,p12="), sendo «, 3, trés pardmetros
fixados no intervalo [0, 1].

011100
001 11
0 0 01

M =
010
0 0
0

» Calcule o logaritmo da verossimilhanga dessa matriz.

» Calcule os valores de «, 8 e v que maximizam essa
verossimilhanca.
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Respostas

Arestas entre vértices em V(1 {{1,2},{1,3}}. Ny 1(1) = 2.
Arestas ausentes em V1: {{2 3}}. N} 1(0) = 1.

Arestas entre vértices em V®): {{4,5}}. Noo(1) = 1.
Arestas ausentes em V(?): {{4,6},{5,6}}. N71.1(0) = 2.

vV v.v. v Yy

Arestas entre vértices de V(1) e V(2):

{{1,4},{2.4},{2,5},{2,6},{3,6}}. Ni2(1) =5.

> Arestas ausentes entre vértices de V(1) e V(2):
{{1,5},{1,6},{3,4},{3,5}}. Ni2(0) =4

» Observe que

6
2+14+14+24+5+4=15= (2>
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Respostas
» Logo /(p) é igual a
2log(a) +1og(1 — ) +log(B) +2log(1 — B) +5log(y) +4log(1—7).

» Para encontrar os valores de &, /3 e 4 que maximizam I(p) temos
que derivar I(p) em relagdo a «, S e v, e igualar a zero:

>
] 2 1 .2
%l(p) ;—5—1_df0.Logo,af§.
>
0 1 2 A 1
7l :7+ AZO.LO 0, = —.
66(p)6=3 3713 9o, =3
>
0 5 4 5
—1 = - — - =0.Logo, 4 = —.
67(10)V:& 5715 90,7 =g

Antonio Galves



O que essa conta nos ensina?

» Quando calculamos o logaritmo da verossimilhanga do grafo na
classe G(V(), V(2 p), os termos correspondentes as arestas
entre vértices de V (1), as arestas entre vértices de V(?) e as
arestas ligando vértices de V(1) e V(?) aparecem separados na
soma.

» Em consequéncia, quando buscamos os valores de a, 3 e v que
igualam as derivadas a zero, temos 0 mesmo calculo que
tinhamos quando havia sé uma comunidade.

» Ou seja, quando temos duas comunidades, calculamos
separadamente os estimadores de méxima verossimilhanga
para pi,1, p2,2 € p1,2.
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Estimadores de maxima verossimilhanga para p; ;

» Parai,j € {1,2},i < j,
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D AFI10O

» Refaca a modelagem do grafo G(N, p) e a derivagao dos
estimadores de maxima verossimilhanga no caso em que temos
C comunidades, com C' > 2.

» Ou seja, o conjunto de vértices
V=vOu.. . uv@ev©@nyl) =¢ sec+d;

> as varidveis aleatérias M (v,v’) sdo independentes e para todo

v# v

IP(M(U,?}/) = 1) =P’y SEV E v ey e V(C/).
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Um exercicio com o Teorema-Limite Central

> Exercicio: Seja G um grafo gerado aleatoriamente na classe
(G(101,0.3). Calcule E(D(1)). Usando o Teorema-Limite Central,
calcule aproximadamente a probabilidade P(D(1) > 40).

» Resolucao:

E(D(1)) =E (% M(1,v)> — %E(M(l,v)) — 100 x 0.3 = 30.
v=2 v=2

» O Teorema-Limite Central diz que

_ oo
( Dn(1) — 30 >t> = i/ e~ 2% ds.
V100 x 0.3 x 0.7 V21 Ji
» O valor da integral do lado direito dessa equacgao pode ser
encontrado em uma tabela de N(0, 1).
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Um exercicio com o Teorema-Limite Central

» Observamos que

P(\/%>t>:]?<l)(26_30>t)

=P(D(1) > 30 + 4.6 x t).

» Portanto, para calcular um valor aproximado para P(D(1) > 40),
basta encontrar o valor de ¢ para o qual

304+4.6 xt=40

» Ou seja,
L _ 4030

=2.17.
4.6 7
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Olhando a tabela de N (0, 1)

» Sabemos que

2.17
e s =1 — e~ 2% ds.
\/277/2 \/27r/

> A tabela de N(0, 1) nos diz que

1 217,
— e~ 2% ds ~ 0.98505.
\V/ 2 /;oo

» Logo
P(D(1) > 40) ~ 1 — 0.9850 = 0.015.
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X ~ N0,1)

0,00 0.01 0.02 0.0
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120
0.1 [ 0.5308 0.5438 05478 06617 0.5557
0.2 | 0.5793 0.5832 05871 0.5910 0.5948
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 06293 0.6331
0.4 | 0.6554 0.6591 06628 06664 0.6700
0.5 | 0.6015 0.6050 06985 0.7019 0.7054 0.7123 0.7T157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7380 0.7454 O0.7T486 0.7517 0.7640
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 O0.76T3 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 07823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 08023 08051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.B186 0.8212 0.5238 0.8264 05289 08315 08340 08365 0.83589
10 | 0.8413 0.8438 0.8461 08485 0.8508 08331 08554 O0.8577 0.8599 0.5621
11| 0.5643 0.8665 08686 08708 0.8729 08749 08770 08790 0.8810 0.8830
12 | 0.5849 0.8869 0.8888 08907 0.8925 08944 0.8962 08950 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9040 09066 05082 05099 09115 09131 09147 09162 0.9177

0.06 .07 0.08 0.09
05230 0.5279 0.5319 0.5350
0.5636 0.5676 0.5714 0.5753
0.6026 0.6064 06103 0.6141
0.6406 0.6443 0.G480 0.6517
06772 0.6808 0.6844 0.687T9

1.4 0.9207 09222 08236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1.5 0.8345 09357 08370 09382 0934 0.9406 09418 09420 0.9441
1.8 0.9463 09474 00484 09495 09506 00515 09525 006535 0.9545
17 0.0564 00573 00582 09591 0.9500 0.0608 0.9616 09625 0.9633
18 0.9640 009656 00664 09671 0.96T8 0.9686 0.9693 09690 0.9706
18 0.8718 08726 05732 05738 09744 08750 0.9756 09761 0.9767
2.0 0.977T8 09783 089788 09793 09798 09503 0.9808 09812 0.9817
2.1 0.9826 09830 08834 09838 09842 09846 09850 09854 0.9857

Antonio Galves



