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O grafo não dirigido de Erdős-Rényi

I Conjunto de vértices: V = {1, . . . , N}.

I Os valores das entradas da matriz

M = (M(v, v′) : v, v′ ∈ V, v < v′)

são variáveis aleatórias, independentes e identicamente

distribuídas (i.i.d.) com

P{M(v, v′) = 1} = p e P{M(v, v′) = 0} = 1− p ,

e M(v, v) = 0, para todo v ∈ V .

I Essa classe de grafos será designada com a notação G(N, p).
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Q U I Z

I Um grafo G(10, 0.3) foi gerado e sua verossimilhança calculada.

Porém, o papel onde estava escrito o valor da verossimilhança

foi mal encaminhado e talvez, perdido. O fato é que a pessoa

encarregada de arquivar o resultado encontrou em sua mesa

uma folha de papel com um possível valor da verossimilhança

calculada.

I O valor escrito na folha era (0.3)20(0.7)20.

I Será esse o valor perdido da verossimilhança do grafo?
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Generalização: G(N, p) com duas comunidades

I O conjunto de vértices V é agora formado por duas

comunidades V (1) e V (2).

I V = V (1) ∪ V (2), com V (1) ∩ V (2) = ∅.

I As v.a. (M(v, v′) : v < v′, v, v′ ∈ V ) são independentes, porém a

distribuição de M(v, v′) depende das comunidades as quais

pertencem v e v′.

P(M(v, v′) = 1) =


p1,1, se {v, v′} ⊂ V (1),

p2,2, se {v, v′} ⊂ V (2),

p1,2, se {v, v′} ∩ V (1) 6= ∅ e {v, v′} ∩ V (2) 6= ∅

I Grafos assim construídos serão denotados G(V (1), V (2),p),

onde p = (p1,1, p2,2, p1,2).
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Verossimilhança de G(V (1), V (2),p)
I Suponhamos que (M(v, v′) = ε(v, v′) : v < v′, v, v′ ∈ V ) é a

matriz de adjacência de um grafo G(V (1), V (2), (p1,1, p2,2, p1,2)).
I Vamos calcular o log da verossimilhança desse grafo

l(p) = log (Pp(M(v, v′) = ε(v, v′) : v < v′, v, v′ ∈ V )) =

∑
v<v′,v,v′∈V

log(Pp(M(v, v′) = ε(v, v′))).

=
∑

i≤j,i,j∈{1,2}

[Ni,j(1) log(pi,j) +Ni,j(0) log(1− pi,j)] ,

onde

Ni,j(1) =
∑

v∈V (i),v′∈V (j)

M(v, v′) e

Ni,j(0) =
∑

v∈V (i),v′∈V (j)

[1−M(v, v′)]
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Em linguagem de gente

I Ni,j(1) conta quantos pares de vértices (v, v′) com v < v′,

v ∈ V (i) e v′ ∈ V (j) estão ligados por arestas no grafo não

dirigido G(V (1), V (2),p).

I Ni,j(0) conta quantos pares de vértices (v, v′) com

v < v′,v ∈ V (i) e v′ ∈ V (j) não estão ligados por arestas no grafo

não dirigido G(V (1), V (2),p).
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Q U I Z

I Quanto vale N1,1(1) +N1,1(0)?

I Quanto vale N1,2(1) +N1,2(0)?

I Quanto vale ∑
i≤j,i,j∈{1,2}

[
Ni,j(1) +Ni,j(0)

]
?
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R E S P O S T A S

I

N1,1(1) +N1,1(0) =

(
|V 1|
2

)
I

N1,2(1) +N1,2(0) = |V 1||V 2|

I ∑
i≤j,i,j∈{1,2}

[
Ni,j(1) +Ni,j(0)

]
=

(
|V 1|+ |V 2|

2

)
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Exercício
I Seja M a matriz de adjacência de uma realização de

G(V (1), V (2),p, ) com V (1) = {1, 2, 3}, V (2) = {4, 5, 6} e

p = (p1,1 = α, p2,2 = β, p1,2 = γ), sendo α, β, γ três parâmetros

fixados no intervalo [0, 1].

M =



0 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1

0 0 0 1

0 1 0

0 0

0


I Calcule o logaritmo da verossimilhança dessa matriz.

I Calcule os valores de α, β e γ que maximizam essa

verossimilhança.
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Respostas

I Arestas entre vértices em V (1): {{1, 2}, {1, 3}}. N1,1(1) = 2.

I Arestas ausentes em V (1): {{2, 3}}. N1,1(0) = 1.

I Arestas entre vértices em V (2): {{4, 5}}. N2,2(1) = 1.

I Arestas ausentes em V (2): {{4, 6}, {5, 6}}. N1,1(0) = 2.

I Arestas entre vértices de V (1) e V (2):

{{1, 4}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6}, {3, 6}}. N1,2(1) = 5.

I Arestas ausentes entre vértices de V (1) e V (2):

{{1, 5}, {1, 6}, {3, 4}, {3, 5}}. N1,2(0) = 4.

I Observe que

2 + 1 + 1 + 2 + 5 + 4 = 15 =

(
6

2

)
.
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Respostas
I Logo l(p) é igual a

2 log(α)+log(1−α)+log(β)+2 log(1−β)+5 log(γ)+4 log(1−γ).

I Para encontrar os valores de α̂, β̂ e γ̂ que maximizam l(p) temos

que derivar l(p) em relação a α, β e γ, e igualar a zero:

I
∂

∂α
l(p)

∣∣∣∣∣
α=α̂

=
2

α̂
− 1

1− α̂
= 0. Logo, α̂ =

2

3
.

I
∂

∂β
l(p)

∣∣∣∣∣
β=β̂

=
1

β̂
+

2

1− β̂
= 0. Logo, β̂ =

1

3
.

I
∂

∂γ
l(p)

∣∣∣∣∣
γ=γ̂

=
5

γ̂
− 4

1− γ̂
= 0. Logo, γ̂ =

5

9
.
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O que essa conta nos ensina?

I Quando calculamos o logaritmo da verossimilhança do grafo na

classe G(V (1), V (2),p), os termos correspondentes às arestas

entre vértices de V (1), às arestas entre vértices de V (2) e às

arestas ligando vértices de V (1) e V (2), aparecem separados na

soma.

I Em consequência, quando buscamos os valores de α, β e γ que

igualam as derivadas a zero, temos o mesmo cálculo que

tinhamos quando havia só uma comunidade.

I Ou seja, quando temos duas comunidades, calculamos

separadamente os estimadores de máxima verossimilhança

para p1,1, p2,2 e p1,2.
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Estimadores de máxima verossimilhança para pi,j

I Para i, j ∈ {1, 2}, i ≤ j,

p̂i,j =
Ni,j(1)

Ni,j(0) +Ni,j(1)
.
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D E S A F I O

I Refaça a modelagem do grafo G(N, p) e a derivação dos

estimadores de máxima verossimilhança no caso em que temos

C comunidades, com C ≥ 2.

I Ou seja, o conjunto de vértices

V = V (1) ∪ . . . ∪ V (C) e V (c) ∩ V (c′) = ∅, se c 6= c′;

I as variáveis aleatórias M(v, v′) são independentes e para todo

v 6= v′

P(M(v, v′) = 1) = pc,c′ , se v ∈ V (c) e v′ ∈ V (c′).
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Um exercício com o Teorema-Limite Central

I Exercício: Seja G um grafo gerado aleatoriamente na classe

G(101, 0.3). Calcule E(D(1)). Usando o Teorema-Limite Central,

calcule aproximadamente a probabilidade P(D(1) > 40).

I Resolução:

E(D(1)) = E

(
101∑
v=2

M(1, v)

)
=

101∑
v=2

E (M(1, v)) = 100× 0.3 = 30.

I O Teorema-Limite Central diz que

P
(

DN (1)− 30√
100× 0.3× 0.7

> t

)
≈ 1√

2π

∫ +∞

t

e−
1
2 s

2

ds.

I O valor da integral do lado direito dessa equação pode ser

encontrado em uma tabela de N(0, 1).
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Um exercício com o Teorema-Limite Central

I Observamos que

P
(

D(1)− 30√
100× 0.3× 0.7

> t

)
= P

(
D(1)− 30

4.6
> t

)
I

= P (D(1) > 30 + 4.6× t) .

I Portanto, para calcular um valor aproximado para P(D(1) > 40),

basta encontrar o valor de t para o qual

30 + 4.6× t = 40

I Ou seja,

t =
40− 30

4.6
= 2.17.
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Olhando a tabela de N(0, 1)

I Sabemos que

1√
2π

∫ +∞

2.17

e−
1
2 s

2

ds = 1− 1√
2π

∫ 2.17

−∞
e−

1
2 s

2

ds.

I A tabela de N(0, 1) nos diz que

1√
2π

∫ 2.17

−∞
e−

1
2 s

2

ds ≈ 0.98505.

I Logo

P(D(1) > 40) ≈ 1− 0.9850 = 0.015.
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