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Modelo de demonstragoes envolvendo infimos e supremos
O intuito deste texto ¢ dar para voceés algum material que sirva de modelo para provar supremos,
infimos, majorantes, minorantes,...

Antes de partir para os exemplos, vamos revisar alguns conceitos.

Definicao. Dado K um corpo ordenado e A C K. Dizemos que s € K é supremo de A se for o

menor majorante de A, ou seja, se satisfizer as seguintes propriedades:
e s>a,Ya € A (s é majorante)
e Se M € K étal que M > a, Va € A, entdao s < M (s é o menor majorante)
De forma simétrica, dizemos que 7 é infimo de A se for o maior minorante de A, ou seja, se:
e i <a,Va € A (i é minorante)
e Sem € K étal que m < a, Va € A, entdo i > m (i é o maior minorante)
Observagoes:.
1. Um supremo (ou infimo) de um conjunto nao necessariamente existe.
2. Mesmo se existir um supremo (ou infimo), ele nao precisa pertencer a A (veremos nos exemplos).

3. Se existir, o supremo (ou infimo) é dnico (veja o ex. 5 da Lista 2). Por causa disso, podemos

denotar o supremo de A como sup A (o infimo de A por inf A).
Proposicao 1. Dado A C K, sdo equivalentes:
1. s€ K € o supremo de A.
2. s € K satisfaz as sequintes propriedades:
(a) s >a,Va € A
(b) Dado x € K que verifica x < s, eziste a € A tal que x < a < s
3. s € K satisfaz as sequintes propriedades:

(a) s > a,Va € A

(b) Dado € > 0, existe a € A tal que s —e < a < s



Prova. Primeiro, mostremos que 1. implica 2. Se s = sup A, s é um majorante de A, entdao 2(a) ja é
satisfeita. Agora, dado z < s, z ndo pode ser um majorante de A, porque se fosse, teria de verificar
x > s, pela definicao de supremo. Logo, tem que existir a € A tal que x < a, pois, do contrario,
terfamos que x > a para todo a € A, donde sairia que = é majorante de A, uma contradi¢ao. Note
que ja temos que a < s pelo item 2.(a), entdao r < a < s.

Agora, 2. implica 3. De fato, a condi¢do 2.(a) ¢ mantida em 3.(a). E ainda, se ¢ > 0, entao
—e <0, e s—e<s. Aplicando 2.(b), temos que existe a € A tal que s — e < a < s.

Finalmente, se 3. vale, temos 1. J& sabemos que 3.(a) mostra que s é majorante de A. Agora,
seja M um outro majorante de A e suponha por absurdo que M < s. Tome entao e = s — M > 0.
Temos por 3.(b) que existe a em A tal que M =s— (s — M) =s—e < a < s. Masse M < a, com
a € A, M nao é majorante de A. Absurdo! Logo, M > s, o que mostra que s é de fato o menor

majorante de A.

O
Proposicao 2. Dado A C K, sdo equivalentes:
1. i€ K € o infimo de A.
2. 1 € K satisfaz as sequintes propriedades:
(a) i <a,Vae A
(b) Dado x € K que verifica x > i, existe a € A tal quei < a <z
3. 1 € K satisfaz as sequintes propriedades:
(a) i <a,Vae A
(b) Dado € > 0, existe a € A tal que i < a <i+e
Prova. Analogo ao anterior.
O

Agora é mao na massa!

Exemplo 1. Seja I = (a,b) :={x € K : a <z < b}, a <b, um intervalo aberto em K (K pode ser
Q, R,...). Temos que supl =b e inf [ = a.

Prova. Vamos provar o supremo usando a equivaléncia 2. da Proposi¢ao 1 (provar o infimo fica como
exercicio).
Verificamos primeiramente 2.(a), isto é, que b é majorante de I. De fato, se x € I, temos que

x < b por definicao, entao segue que b > = Vr € 1.



Agora, seja dado y < b. Queremos encontrar z € [ tal que y < x. Se y < a, qualquer x no

intervalo satisfaz a condicao desejada (pegue “TH), por exemplo). Por outro lado, se a < z, tome
r = yTJ“b Temos nesse caso que y < z < b (verifique usando os axiomas de corpo ordenado), e como

a < x, segue também que x € I. Assim, provamos 2.(b), e temos que sup I = b.

Exemplo 2. Seja A:={+ € R:n e N}. Temos que inf A = 0.

Prova. Vamos usar a equivaléncia 3. da Proposicao 2. Primeiramente, observamos que, se n € N,
entao n > 0, e isso implica que % > 0 (se tivéssemos % < 0, terfamos 1 = n - - < 0, mas sabemos
que 1 > 0). Isso ja mostra que 0 é um minorante de A.

Agora, seja € > 0. Pela Propriedade Arquimediana de R, temos que existe ng € N tal que nio < e.
Como % € A, verificamos entao que existe z € A (no caso, © = nio) tal que 0 < z < €. Isso conclui

a prova de que 0 = inf A.

O

Definigcao. Se K é um corpo ordenado e A C K, dizemos que M € A é o maximo de A se for
um majorante de A que pertence a A. m € A é dito minimo de A se for um minorante de A que

pertence a A.
Observagoes:.

1. O maximo e o minimo, quando existem, sao tnicos, e denotamos, respectivamente, por max A

e min A.

2. Quando existem méximo e/ou minimo, max A = sup A e min A = inf A (ex. 7 da lista 2).

_1)
Exemplo 3. SeB:{ueR:nEN}, supB:% einf B =—1.
n

Prova. Provaremos que, mais do que supremo e infimo, % e —1 sao o maximo e minimo de B,

respectivamente. Note que, se m < n, entao % < % (verifique usando os axiomas de corpo ordenado).
Chamaremos esse fato de (*).

Provemos que min B = —1. Por (*), temos que:

1
—<1,Vn>1
n

1
= -1<—-—— Vn>1
n
Dai, temos que, se n é par, (_i)n = % > 0, donde ja sai que —1 <
GV —1 mas ja mostramos que —1 < —1. entdo verificamos que —1 ¢ menor ou igual a todo
n n n

elemento de B. Além disso, —1 = @ € B, entao —1 = min B.

—1)n . . ~
( n) . Se n é impar, entao



A prova do maximo vou deixar para voces :).

O

Observacgoes:. Alguém poderia associar o conceito do supremo e infimo com a ideia de ”pegar limites”
no conjunto (expressao essa que ainda nao estd bem definida neste curso). No Exemplo 2, por
. 7z 7/ ’ . . A~ . 1
exemplo, o aluno poderia achar que o infimo de A é 0 porque 0 ¢é o limite da sequéncia (-)nen
quando n tende ao infinito. Mas o Exemplo 3 mostra que, apesar de haver alguma relacao entre esses
. . . ~ . . A~ . —1)" . .
conceitos, supremo e limite sao coisas diferentes: a sequéncia (%)neN tem limite 0 mas sup B = %

e inf B = —1. Sequéncias ainda serao vistas em mais detalhe no futuro.



