Aula 11

Vetor gradiente e Regra da Cadeia
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O vetor gradiente

Definicao
Seja z = f(x,y) uma funcdo que admite derivadas parciais em
(xo0, Vo). O vetor

of of

VF (0, Y0) = ((XO,yo),ay

x (Xo,)/o)>

é chamado o vetor gradiente de f em (xg, yo).
Seja w = f(x,y,z) uma funcdo que admite derivadas parciais em
(x0, Y0, 20). O vetor

of of of

Vf(xo, Y0, 20) = ((X0>y0>20) (x0, Y0, Z0), 3,

Ix '3y (x0, Yo, Zo))

€ chamado o vetor gradiente de f em (xo, Yo, 20).



Aula 11

Exemplo
Seja f(x,y) = x?y? +x —y + 1. Calcule V£(1,0)

solucao:

of of
(X,y):2xy2+1, (X>.y):2X2y_1
0x 0x

Assim,

vr(1,0 = (50,0, 5(1,0)) = 1,-1)
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Exemplo
Seja f(x,y,2z) = x>+ y3+ 23+ xyz+x+y+z. Calcule Vf(0,0,0)

solucao:

of of
&(x,y,z) :3X2—|—yz—|— 1, @(x,y,z) :3y2+xz—|- 1

of
a(x,y,z) = 37? +xy+1
Assim,

of of of
Vf(O)O)O) = <az(0)0)0)> @(070)0)» aZ(O>O>0)> = (1>1>1)



Aula 11

Regra da cadeia

Teorema
Sejaf:Q =R, QO CR?abertoey: | — R? y(t) € Q para todo
t no intervalo |. Suponha vy for diferencidvel em ty e f em y(tp).

Entdo a composta F(t) = f(y(t)) serd diferencidvel em tqg e vale a
regra da cadeia

F'(t) = Vf(v(to)).y'(to)

onde . denota o produto escalar.
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Observacao:
1) Fazendo y(t) = (x(t), y(t)) entdo y'(t) = <dx(t) dy(t)) e

dt 7 dt
Vi (0) = (51 (0, 5 x(0), (1))
x y
portanto pela regra da cadeia
dfF = of dx of dy
E(t) = &(X(t)>Y(t))7t(t) + @(X(ﬂ,}/(t)a(t)-
Escrevemos

dF _of dx_ Of dy
dt  Ox dt Qy dt’
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2) Vale férmulas andlogas para fungdes de trés varidveis. Se
w = f(y(t)) ey(t) = (x(t), y(t), z(t)) funcdes diferenciais entdo

dw _ Q0w dx , 0w dy  Qw dz
dt  Ox dt dy dt dz dt’
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Exemplo

Sejaz=y?>—2xy, x=1t%> ey =sint. Calcule %
solucao:

Primeiro modo:

z=y?—2xy, x=1t%, y=sint =z =sin’t —2t%sint

dz . .
= pn = 2sintcost — 4tsint — 2t% cos t

Segundo modo: Pela regra da cadeia
de _0zdx 0z dy
dt  dx dt Qy dt
0z 0z dx dy

92 _ oy oy o X _op Yl ost
ox oy T T T T g T
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Logo,

d.
£ = —2y2t + (2y — 2x) cost = (—2sin t)2t + (2sin t — 2t%) cos t

—2sintcost—4tsint — 2t2 cos t
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Exemplo

Seja g(t) = f(t,cost) onde f é uma funcdo diferencidvel. Expresse
g'(t) em funcido das derivadas parciais de f.

solucdo: Temos que g(t) = f(x,y) onde x =t e y = cost. Pela
regra da cadeia temos

0 dx of dy

/
t —_ - - i,
g (t)= aX(X»Y) di + ay(X>)/) di

of of .
= —(t,cost) — —(t,cost) sint
0x oy
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Teorema
Suponha que z = f(x, y) fungdo diferencidvel e x = x(u, v),
y = y(u, v) também fungdes diferencidveis. Entdo

a)
0z B 0z 0x azal

du "~ dx du ' dy ou
b)

3z _0zx 3z dy

dv. dx dv Oy Ov
Demonstracdo: a) Seja z(u,v) = f(x,y). Para calcular % basta
aplicar a regra da cadeia, olhando v como constante, deste modo

0z _dzox 02y
du Ox du Qy du
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b) a) Seja z(u,v) = f(x,y). Para calcular az basta aplicar a regra
da cadeia, olhando u como constante, deste modo

0z 0z 0x 0z ay
v dx ov ay v
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Exemplo
Seja z = x>+ y? onde x = rcos® ey = rsin0. Calcule

solucao:

0z 0z 0x 0z Qy )
—=— —4+——==2 0+2 0
or 0x Or * oy Or xcosb 2ysin

= 2rcos?0 +2rsin20 = 2r

0z 0z 0x 0z dy .
— =+ —==-2 0+2 0
30~ ax 69+ay 20 xsin O + 2y cos

= —2rcos0sin0 + 2sin’ 0

0z oz
or 00’
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Teorema

Suponha que f(x,y) de classe C* em um aberto Q C R? e (o, yo)

um ponto da curva de nivel f(x,y) = k e Vf(xo, y0) # (0,0).

Ent3o Vf(xo, yo) € perpendicular em (xo, o) a toda curva vy,

diferencidvel, passando por (xo, o) € cuja a imagem esteja contida

na curva de nivel f(x,y) = k.

Demonstracao:

Seja y(t), t € I diferencidvel, y(tg) = (xo, yo) € cuja a imagem

esteja contida na curva de nivel f(x,y) = k. Entao fly(t) =k

para todo t € /. Deste modo, dt(f(y(t)) (k) =0, ou seja,
(t).y'(t )—0 t € |. Portanto

Vf(y(to)).y'(to) =0,

pela regra da cadeia obtemos V£ (y

ou seja, Vf(xp, yo) é perpendicuar a y, em y(ty) = (xo, ¥0)-
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